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 2007 £. �. �. �¥¬ïª®¢ , �. �¨­ª«¥à�áá«¥¤®¢ â¥«ìáª¨© ¨­áâ¨âãâ á¨¬¢®«ì­ëå ¢ëç¨á«¥­¨© (RISC),�­¨¢¥àá¨â¥â ¨¬. �¥¯«¥à �¨­æ, �¢áâà¨ïE-mail: fkath, Franz.Winklerg@risc.uni-linz.ac.at�®áâã¯¨«  ¢ à¥¤ ªæ¨î� à ¡®â¥ ¨§ãç ¥âáï ¢®¯à®á ® ¯®áâà®¥­¨¨  «£®à¨â¬®¢ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ç áâ-­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå. �ë ¢¢®¤¨¬ ­¥áª®«ìª® ­®¢ëå â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¯®­ïâ¨© { ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ¨ ª®«ìæ®¯à¥¯ïâáâ¢¨© ª ä ªâ®à¨§ æ¨¨, ª®â®àë¥ ¨­¢ à¨ ­â­ë ¨ ®¡« ¤ îâ ¤àã£¨¬¨ ¨­â¥à¥á­ë¬¨ á¢®©áâ¢ -¬¨.�®ª § ­  ¢ ¦­ ï ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï â ª¨å  «£®à¨â¬®¢ â¥®à¥¬  ®¡ ®¤­®§­ ç­®¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¨ à §«®-¦¥­¨ï, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ¬®¬¥­â . �ëç¨á«¥­ë ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ¤«ï áâ¥¯¥­¥© ¤¢  ¨ âà¨.1. ���������ë ¨áá«¥¤ã¥¬ § ¤ çã ä ªâ®à¨§ æ¨¨ «¨­¥©-­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ á ç áâ­ë¬¨¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ­ ¤ ­¥ª®â®àë¬ ¯®«¥¬. �à¥¤¯®-áë«ª®© áâ «  «£®à¨â¬ �à¨£®àì¥¢ -�¢ àæ  [1],ª®â®àë© ¯à®¤®«¦ ¥â ä ªâ®à¨§ æ¨î (á ¢§ ¨¬­®¯à®áâë¬¨ ¬­®¦¨â¥«ï¬¨) á¨¬¢®«  ®¯¥à â®à  ¤®ä ªâ®à¨§ æ¨¨ á ¬®£® ®¯¥à â®à . �  ¯¥à¢®¬ è -£¥  «£®à¨â¬  ¨§¢¥áâ­ë â®«ìª® áâ àè¨¥ ª®¬¯®-­¥­âë ¬­®¦¨â¥«¥©, § â¥¬ ­  ª ¦¤®¬ á«¥¤ãî-é¥¬ è £¥ ¬ë «¨¡® ­ å®¤¨¬ á«¥¤ãîéãî ª®¬¯®-­¥­âã ¢ ª ¦¤®¬ ¬­®¦¨â¥«¥, «¨¡® ¤®ª §ë¢ ¥¬,çâ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤ ­­®£® â¨¯  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.� ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¢áï ­ ©¤¥­­ ï ¨­ä®à¬ æ¨ï®¡ ®¯¥à â®à¥ â¥àï¥âáï: ­  ª ¦¤®¬ è £¥  «£®-à¨â¬  ­¥ï¢­® ­ å®¤¨âáï ç áâ¨ç­ ï ä ªâ®à¨§ -æ¨ï ®¯¥à â®à . �ë ¦¥ ¯à¥¤« £ ¥¬ íâã ¨­ä®à-¬ æ¨î ¨á¯®«ì§®¢ âì.� ª ¬ë ¢¢®¤¨¬ ¯®­ïâ¨ï ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨-§ æ¨¨ ¨ ®¡ëç­®£® ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï. �®á«¥¤­¥¥ ¤«ï®¯¥à â®à®¢ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á®¢¯ ¤ ¥â á ¨§¢¥áâ-­ë¬¨ ¨­¢ à¨ ­â ¬¨ � ¯« á  [2].�� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ Austrian ScienceFoundation (FWF), ¯à®¥ªâ SFB F013/F1304.

� áâ¨ç­ë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®§¢®«¨«¨ ¯®«ã-ç¨âì â¥®à¥¬ã 1 ®¡ ®¤­®§­ ç­®¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¨à §«®¦¥­¨ï ®¯¥à â®à , ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£®¬®¬¥­â . �¥®à¥¬  �à¨£®àì¥¢ -�¢ àæ  [1] ¯®-«ãç ¥âáï ª ª ç áâ­ë© á«ãç © â ª®© â¥®à¥¬ë.� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¨ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥, ­¨¥£® á¨¬¢®« ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë, ­¥ ¨­¢ à¨ ­â­ë ¨¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ­  ­¥ª®â®àëå ¯à¨¬¥à å ¢[3]. �ë ¢¢®¤¨¬ ­®¢®¥ ¯®­ïâ¨¥ { ª®«ìæ® ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨©, ª®â®à®¥ ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ª ª ä ªâ®à ª®«ì-æ  ¬­®£®ç«¥­®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®«ìæã «¨-­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¯® ¬®-¤ã«î ­¥ª®â®à®£® ®¤­®à®¤­®£® ¨¤¥ « . �¨¬¢®«ë¢á¥å ®¡ëç­ëå ¯à¥¯ïâáâ¢¨© ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®-¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ á¬¥¦­®¬ã ª« ááã ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥¯à¥¯ïâáâ¢¨©. �â®â ª« áá ¬ë ­ §¢ «¨ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨¥¬ ª ä ªâ®à¨§ æ¨¨. �¤­® ¨§ ¢ ¦­¥©è¨åá¢®©áâ¢ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï { â®, çâ® ®­® ¨­¢ à¨ ­â­®®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ á®¯àï¦¥­¨ï. �®ª §ë¢ -¥¬ ¨ ¤àã£¨¥ ¨­â¥à¥á­ë¥ á¢®©áâ¢ .�®áç¨â ­ë ï¢­ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ¯à¥¯ïâáâ¢¨©®¯¥à â®à®¢ ®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢â®à®© ¨ âà¥-âì¥© áâ¥¯¥­¥©.�â¬¥â¨¬, çâ® à ¡®â  ã¦¥ ¨¬¥¥â ¯à¨«®¦¥­¨¥ {¯®«ãç¥­  ¯®«­ ï á¨áâ¥¬  ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¤«ï £¨-1



2 ��������, �������¯¥à¡®«¨ç¥áª®£® ®¯¥à â®à  âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª  ®â¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå [4].� ­­ ï à ¡®â  ï¢«ï¥âáï (­¥§ ¢¨á¨¬ë¬) ¯à®-¤®«¦¥­¨¥¬ à ¡®âë [5], £¤¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­  ¤¢  ¬­®¦¨â¥«ï.2. ��������� ���������ãáâì K { ­¥ª®â®à®¥ ¯®«¥ á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨­  ­¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï¬¨ D1; : : : ; Dn. � á-á¬®âà¨¬ ª®«ìæ® «¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå®¯¥à â®à®¢ K[D] = K[D1; : : : ; Dn]. �®¢®ªã¯-­®áâì ¢á¥å «¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à -â®à®¢ ¯®àï¤ª  6 i, á­ ¡¦¥­­ ï «¥¢ë¬ ¨ ¯à ¢ë¬ã¬­®¦¥­¨¥¬, ï¢«ï¥âáï K-¡¨¬®¤ã«¥¬, ª®â®àë©¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï K�i. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë¨¬¥¥¬ ä¨«ìâà æ¨î: : : : � K�i � K�i�1 � : : : �� K�0. � áá¬®âà¨¬ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ãî  «£¥¡àãSmbl� =Xi�0 Smbli; Smbli = K�i�K�i�1:K-¬®¤ã«ì Smbl� ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢­®©K- «£¥¡à®©, ¨§®¬®àä­®© ª®«ìæã ¬­®£®ç«¥­®¢K[X ] = K[X1; : : : ; Xn] ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå. �¡à §®¯¥à â®à  L 2 K[D] ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªæ¨¨¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª í«¥¬¥­â ª®«ìæ  ¬­®-£®ç«¥­®¢ K[X ] ¨ ®¡®§­ ç âì SymL. � ªâ¨ç¥áª¨,á¨¬¢®« ®¯¥à â®à  { íâ® ®¤­®à®¤­ë© ¬­®£®ç«¥­,á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© áã¬¬¥ áâ àè¨å ç«¥­®¢ ®¯¥à -â®à .�ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï:D(i1;:::;in) := Di11 : : :Dinn ;jD(i1;:::;in)j = ord(D(i1;:::;in)) := i1 + : : :+ in¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, çâ® ¯®àï¤®ª­ã«¥¢®£® ®¯¥à â®à  à ¢¥­ �1: �«ï ®¤­®à®¤­®-£® ¬­®£®ç«¥­  S 2 K[X ] ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®àbS 2 K[D], ¯®«ãç îé¨©áï § ¬¥­®© ¯¥à¥¬¥­­ëåXi ­  ®¯¥à â®àëDi, ¥á«¨ ¦¥ á¬ëá« ïá¥­ ¨§ ª®­-â¥ªáâ , â® ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¨ ¬­®£®ç«¥­,¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®¯¥à â®à ¯à®áâ® ®¤­®© ¡ã-ª¢®©. �¥à¥§ Ki[D] ®¡®§­ ç¨¬ á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å®¯¥à â®à®¢ ¨§ K[D] ¯®àï¤ª  i.�î¡®© ®¯¥à â®à L 2 K[D] ¯®àï¤ª  d § ¯¨áë-¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥L = XjJj�d aJXJ = dXi=0Li; (1)£¤¥ aJ 2 K; J 2 Nn ¨ Li { ª®¬¯®­¥­â  L ¯®àï¤-ª  i.

3. ��������� ������������� ç­¥¬ á ®¡®¡é¥­¨ï ­¥áª®«ìª¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨©,¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ [5] ¤«ï á«ãç ï ¤¢ãå ¬­®¦¨â¥-«¥©.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì L 2 K[D] ¨ SymL == S1 : : :Sk. �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ä ªâ®à¨§ -æ¨ï L = F1 � : : : � Fk ¨¬¥¥â â¨¯ (S1)(S2) : : :(Sk),¥á«¨ SymFi = Si 8i 2 f1; : : : ; kg.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì ¤«ï ­¥ª®â®àëå ®¯¥-à â®à®¢ L; Fi 2 K[D]; i = 1; : : : ; k, ¨ ­¥ª®â®à®£®t 2 f0; : : : ; ord(L)g ¢ë¯®«­¥­®ord(L� F1 � : : : � Fk) < t: (2)�®£¤  ¬ë ­ §®¢¥¬ F1 � : : : � Fk ç áâ¨ç­®© ä ª-â®à¨§ æ¨¥© ¯®àï¤ª  t ®¯¥à â®à  L. �á«¨ ¯à¨íâ®¬ Si = SymFi ; i = 1; : : : ; k (  §­ ç¨â, SymL == S1 : : :Sk), â® ç áâ¨ç­ ï ä ªâ®à¨§ æ¨ï ¨¬¥¥ââ¨¯ (S1) : : :(Sk).� ¬¥ç ­¨¥ 1. �î¡ ï ä ªâ®à¨§ æ¨ï (¢ ®¡ëç-­®¬ á¬ëá«¥) L 2 K[D] ï¢«ï¥âáï ç áâ¨ç­®©ä ªâ®à¨§ æ¨¥© ¯®àï¤ª  0.� ¬¥ç ­¨¥ 2. �ãáâì L 2 K[D]; ord(L) == d. �®£¤  ¤«ï «î¡®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ á¨¬¢®« SymL = S1 : : :Sk á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª®¬¯®§¨-æ¨ï ®¯¥à â®à®¢ bS1 � : : :� bSk ï¢«ï¥âáï ç áâ¨ç­®©ä ªâ®à¨§ æ¨¥© ¯®àï¤ª  d.�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® L 2 K[D] ¨ F1 � : : : � Fk {¥£® ç áâ¨ç­ ï ä ªâ®à¨§ æ¨ï ¯®àï¤ª  t. �®¦­®§ ¬¥â¨âì, çâ® ãá«®¢¨¥ (2) ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥§ ¢¨-á¨¬® ®â ¢ë¡®à  ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  < t � (d � di)¢ ¬­®¦¨â¥«¥ Fi. � §­ ç¨â, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ­®¢ë¥ç áâ¨ç­ë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª , à ¢­®£® ¨«¨¬¥­ìè¥£® t. �®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ã-îé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ãáâì L 2 K[D]; SymL == S1 : : :Sk; ord(Si) = di; i = 1; : : : ; k, ¨F1 � : : : � Fk ; F 01 � : : : � F 0k{ ç áâ¨ç­ë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª®¢ t ¨ t0 á®-®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ãáâì t0 < t; â®£¤  F 01 � : : : � F 0k¯à®¤®«¦ ¥â F1 � : : : � Fk, ¥á«¨ord(Fi � F 0i ) < t� (d� di); 8i 2 f1; : : : ; kg:�à¨¬¥à 1. � áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à ¯ïâ®£® ¯®-àï¤ª :L = (D21 +D2 + 1) � (D21D2 +D1D2 +D1 + 1):���������������� ò2 2007



����������� � ������������ ���������������� ���������� 3� §«®¦¥­¨ï â¨¯ (D21 + : : :) � (D21D2 + : : :) ;£¤¥ ¬­®£®â®ç¨ï ®§­ ç îâ ¯à®¨§¢®«ì­® ¢ë¡à ­-­ë¥ ç«¥­ë ¬¥­ìè¨å ¯®àï¤ª®¢, ï¢«ïîâáï ç -áâ¨ç­ë¬¨ ä ªâ®à¨§ æ¨ï¬¨ ¯®àï¤ª  5, ¤«ï ª®-â®àëå ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  4 ï¢«ïîâáï ç -áâ¨ç­ë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¢¨¤ (D21 +D2 + : : :) � (D21D2 +D1D2 + : : :):� ¬¥ç ­¨¥ 3. �ãáâì L 2 K[D]. � íâ®¬ á«ã-ç ¥ F1�: : :�Fk ï¢«ï¥âáï ¥£® ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨-§ æ¨¥© â¨¯  (S1) : : :(Sk) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  F1 � : : : � Fk ¥áâì ­¥ª®â®à®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ S1 � : : : � S2.�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¤¢  «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥¬ëå ä ª-â , ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¯®«¥§­ë ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¤«ï¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ãáâì S1; S2; p { ®¤­®à®¤-­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ®â ¯à®¨§¢®«ì­®£® ç¨á«  ­¥§ -¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå áâ¥¯¥­¥© d1; d2; s (0 < s << d1 + d2) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ãáâì, ª â®¬ã¦¥, S1 ¨ S2 ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë. �®£¤  áãé¥áâ¢ã-¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ¯ àë (u; v) ®¤­®à®¤­ëå ¬­®£®-ç«¥­®¢ u ¨ v áâ¥¯¥­¥© s � d1 ¨ s � d2 á®®â¢¥â-áâ¢¥­­®, â ª¨å, çâ®S1 � u+ S2 � v = p:�â®à®© ä ªâ { ®¡®¡é¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 ­ á«ãç © ­¥ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå ¬­®£®ç«¥­®¢.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì S1; S2; p { ®¤­®-à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë áâ¥¯¥­¥© d1; d2; s á®®â¢¥â-áâ¢¥­­® ®â ¯à®¨§¢®«ì­®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå,  ¬­®£®ç«¥­ S0 áâ¥¯¥­¨ d0 { ­ ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨©¤¥«¨â¥«ì S1 ¨ S2, ¨ 0 < s < d1 + d2 � d0. �®£¤ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ¯ àë (u; v) ®¤­®à®¤-­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ u ¨ v áâ¥¯¥­¥© s� d1 ¨ s � d2á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â ª¨å, çâ®S1 � u+ S2 � v = p: (3)�«ï «î¡®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ S1 � S2 á¨¬¢®«  á®-®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª®¬¯®§¨æ¨ï ®¯¥à â®à®¢ bS1 � bS2ï¢«ï¥âáï ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à L. � á«ãç ¥ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå S1 ¨ S2 áãé¥áâ¢ã-¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï íâ®© ç áâ¨ç-­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ L [1]. �á«¨

¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ìã S1 ¨ S2, â® íâ® ­¥ ¢á¥£¤  â ª: ¢®§ì¬¥¬, ­ ¯à¨-¬¥à, ®¯¥à â®à �«î¬¡¥à£ -� ­¤ ã [6]L = D3x + xD2xDy + 2D2x + (2x+ 2)DxDy++Dx + (2 + x)Dy;ª®â®àë© ®¡ëç­® ¯à¨¢®¤¨âáï ª ª ¯à¨¬¥à ®¯¥à -â®à , ¨¬¥îé¥£® ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨­  à §­®¥ ç¨á«® ¬­®¦¨â¥«¥© (ª®­¥ç­®, ¬­®¦¨-â¥«¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë, â® ¥áâì ­¥ ä ªâ®à¨§ã¥¬ë ­ ¬­®¦¨â¥«¨ ¬¥­ìè¨å ¯®àï¤ª®¢):L = (Dx + 1) � (Dx + 1) � (Dx + xDy) == (D2x + xDxDy +Dx + (2 + x)Dy) � (Dx + 1):� íâ®£® ¦¥ ®¯¥à â®à  L (¥£® á¨¬¢®«, ªáâ â¨, à -¢¥­ X3 + xX2Y ), áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®¥ á¥¬¥©áâ¢®ä ªâ®à¨§ æ¨© ­  ¤¢  ¬­®¦¨â¥«ï á á¨¬¢®« ¬¨S1 = X ¨ S2 = X(X +XY ) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®:L = �Dx + 1 + 1x+ f1(y)����D2x + xDxDy + (1� 1x+ f1(y))Dx++(x+ 1� xx+ f1(y))Dy�;£¤¥ f1(y) 2 K { äãªæ¨®­ «ì­ë© ¯ à ¬¥âà. � -ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­¥â.�¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¤ ¦¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­¥ ¢§ ¨¬-­® ¯à®áâëå á¨¬¢®«®¢ ¬­®¦¨â¥«¥© ä ªâ®à¨§ -æ¨¨ ¬ë ¬®¦¥¬ ª®¥-çâ® áª § âì.�¥®à¥¬  1. �ãáâì L 2 K[D]; SymL == S1 � S2; ord(L) = d, ¨ ¬­®£®ç«¥­ S0 áâ¥¯¥­¨d0 { ­ ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì S1 ¨ S2. �®-£¤  ¤«ï «î¡®© ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤-ª  (d � d0) â¨¯  (S1)(S2) áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥®¤­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®-à  L â®£® ¦¥ â¨¯ .�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ¤®-ª § âì á«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã:�¥¬¬  1. �ãáâì L 2 K[D]; SymL = S1��S2; ord(L) = d, ¨ ¬­®£®ç«¥­ S0 áâ¥¯¥­¨ d0 {­ ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì S1 ¨ S2. �®£¤  ¤«ï«î¡®© ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª  t, £¤¥t � (d� d0), ¨ â¨¯  (S1)(S2) áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®-«¥¥ ®¤­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤® ç áâ¨ç­®© ä ªâ®-à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª  t � 1 (á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢¬« ¤è¥£® ¯®àï¤ª ).���������������� ò2 2007



4 ��������, ��������®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ d0 = 0, â® ãâ¢¥à¦¤¥-­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ [1]. �á«¨ d0 > 0,§ ¯¨è¥¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¤ ­­®© ç áâ¨ç­®© ä ªâ®-à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª  t ¤® ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥:L = 0@bS1 + k1�1Xj=0 Gj1A �0@bS2 + k2�1Xj=0 Hj1A ; (4)£¤¥ k1 = ord(S1); k2 = ord(S2) ¨ Gj 2 Kj [D],Hi 2 Ki[D], j = 0; : : : ; (k1 � 1), i = 0; : : : ; (k2��1). �à ¢­¨¢ ï ª®¬¯®­¥­âë áâ¥¯¥­¨ t�1 ¢ ®¡¥¨åç áâïå à ¢¥­áâ¢  (4), ¬ë ¨¬¥¥¬:Lt�1 = Ht�k1�1 � S1 +Gt�k2�1 � S2 + Pt�1; (5)£¤¥ Pt�1 { ®¤­®à®¤­ë© ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ t, ¢ë-ç¨á«ïîé¨©áï ®¤­®§­ ç­® ¯® ®¤­®à®¤­ë¬ ¬­®£®-ç«¥­ ¬ Gi; Hj; i > t�k1�1; j > t�k2�1 { ª®¬-¯®­¥­â ¬ ¨áå®¤­®© ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®-àï¤ª  t. � ª¦¥ ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ®¤­®à®¤­ë¥¬­®£®ç«¥­ë Gi; Hi à ¢­ë 0 ¯à¨ i < 0.�¥¯¥àì, â ª ª ª t� 1 < d�d0, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯à¨-¬¥­¨âì ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 2,   §­ ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¡®«¥¥ ®¤­®£® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (5). �® ¥áâìáãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤® ç -áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª  t� 1. 2�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � á«ãç ¥ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå S1¨ S2 áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨L â¨¯  (S1)(S2). �® ¥áâì â¥®à¥¬  �à¨£®àì¥¢ -�¢ àæ  [1] ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ ¤®ª § ­-­®© â¥®à¥¬ë.�«¥¤áâ¢¨¥ 2. � á«ãç ¥ ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥-à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢��� (S1; S2) = Xd0 ;£¤¥ d0 = min(ord(S1); ord(S2)):�®£¤  ¤«ï «î¡®© ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®-àï¤ª  max(ord(S1); ord(S2))� 1áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤®ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¢ ®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì L 2 K[D]; SymL == S1 � S2,   S1 ¢§ ¨¬­® ¯à®áâ® á S2, â®£¤  ¤«ï«î¡®£® t; t < ord(L), áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤-­®© (á â®ç­®áâìî ¤® ç«¥­®¢ ¬¥­ìè¥£® ¯®àï¤ª )ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¯®àï¤ª  t.

4. ������ �����������,������������­¤ãªæ¨¥© ¯® ª®«¨ç¥áâ¢ã ¬­®¦¨â¥«¥© ­  ¡ -§¥ â¥®à¥¬ë ® ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¤«ïá«ãç ï ¤¢ãå ¬­®¦¨â¥«¥© [1] ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ã-îé ï â¥®à¥¬ :�¥®à¥¬  2. �ãáâì L 2 K[D]; SymL = S1��S2 : : :Sk, ¨ S1; : : : ; Sk ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë. �®£¤ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ â¨¯ (S1)(S2) : : :(Sk).� áá¬®âà¨¬ à §«®¦¨¬ë¥ ®¯¥à â®àë ª ª ¯®¤-¬­®£®®¡à §¨¥ áà¥¤¨ ¢á¥å ®¯¥à â®à®¢ ¨§ K[D] á¤ ­­ë¬ à §«®¦¥­¨¥¬ á¨¬¢®« .�¥®à¥¬  3. �ãáâì K { ¯®«¥, à áá¬®âà¨¬¬­®£®®¡à §¨¥ ®¯¥à â®à®¢ ¨§ K[D] á ä¨ªá¨à®-¢ ­­ë¬ á¨¬¢®«®¬ Sym = S1 : : :Sk , ord(Si) == di; i = 1; : : : ; k. �®£¤  ª®à §¬¥à­®áâì ¯®¤¬­®-£®®¡à §¨ï ®¯¥à â®à®¢, ¨¬¥îé¨å ä ªâ®à¨§ æ¨îâ¨¯  (S1)(S2) : : :(Sk), à ¢­  n + d� 1n !� kXi=1 n + di � 1n ! :�®ª § â¥«ìáâ¢®. �î¡®© ®¯¥à â®à L ¨§ à á-á¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨-¤¥L = �S1 + d1�1Xi=0 G1i� � : : : � �Sk + dk�1Xi=0 Gki �; (6)£¤¥ Gji ®¡®§­ ç ¥â ª®¬¯®­¥­âã i-®© áâ¥¯¥­¨ ¢j-®¬ ¬­®¦¨â¥«¥. �à ¢­¨¢ ï ª®¬¯®­¥­âë áâ¥¯¥-­¨ t; 0 � t � ord(L) � 1, ¢ ®¡¥¨å ç áâïå (6),¨¬¥¥¬: Pt = (Sym=S1) �G1t�d+d1 + : : :++(Sym=Sk) �Gkt�d+dk ; (7)£¤¥ Pt { ®¤­®à®¤­ë© ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ t, ¢ë-ç¨á«ïîé¨©áï ®¤­®§­ ç­® ¯® ®¤­®à®¤­ë¬ ¬­®-£®ç«¥­ ¬ Gi; Hj; i > t� k1; j > t� k2,   §­ ç¨â,¥£® ¬®¦­® áç¨â âì ¨§¢¥áâ­ë¬, ¥á«¨ ¬ë à¥è ¥¬ãà ¢­¥­¨ï ¢ \ã¡ë¢ îé¥¬" ¯®àï¤ª¥, â® ¥áâì ­ -ç¨­ ï á t = ord(L)� 1 ¨ ­  ª ¦¤®¬ è £¥ ã¬¥­ì-è ï t ­  ¥¤¨­¨æã.�­®£®ç«¥­ëGi; Hj; i > t�k1; j > t�k2,   §­ -ç¨â, ¨ Pt ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬.�â® ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë:���������������� ò2 2007



����������� � ������������ ���������������� ���������� 5�¥¬¬  2. �ãáâì S1; : : : ; Sk { ¯®¯ à­® ¢§ -¨¬­®-¯à®áâë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯®àï¤ª®¢d1; : : : ; dk á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¡®§­ ç¨¬ S == S1 : : :Sk. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£®­ ¡®à  (A1; : : : ; Ak) â ª®£®, çâ®Pt = (S=S1) �A1 + : : :+ (S=Sk) �Ak; (8)£¤¥ ord(Pt) = t, t < ord(S), ¨ ord(Ai) + ord(S=Si) = t.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, ¥áâì ¤¢ â ª¨å ­ ¡®à : (A01; : : : ; A0k) ¨ (A001; : : : ; A00k). � á-á¬®âà¨¬ à §­®áâì á®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ ãà ¢­¥-­¨©; ¨¬¥¥¬:0 = (S=S1) �B1 + : : :+ (S=Sk) �Bk ; (9)£¤¥ Bi = A0i � A00i ; i = 1; : : : ; k. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï®¡é­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® B1 6= 0, ¨ ¯¥à¥¯¨-è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (9) ¢ ¢¨¤¥:�(S=S1) �B1 = (S=S2) �B2 + : : :+ (S=Sk) �Bk :�¥¯¥àì «î¡®¥ á« £ ¥¬®¥ á¯à ¢  ¤¥«¨âáï ­  S1;¢ â® ¢à¥¬ï ª ª (S=S1) { ­¥ ¤¥«¨âáï. �®íâ®¬ãB1 ¤®«¦­® ¤¥«¨âìáï ­  S1,   §­ ç¨â, ord(B1) �� ord(S1).� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¬ë §­ ¥¬, çâ® ord(Ai)++ord(S=Si) = t ¨ t < ord(S), â® ¥áâì ord(Ai) << ord(Si), ¨ §­ ç¨â, ord(B1) < ord(Si). �à®â¨-¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¢®¤®¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ . 2�á«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï á®¢¬¥áâ­®áâìî á¨áâ¥¬ë ¢á¥å ãà ¢­¥-­¨© (7), t = d � 1; : : : ; 0. �áª®¬ ï ª®à §¬¥à-­®áâì à ¢­  ª®«¨ç¥áâ¢ã ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ãà ¢­¥­¨©­  ª®íää¨æ¨¥­âë ®¯¥à â®à .�«ï ª ¦¤®£® t ¬ë ¨¬¥¥¬ «¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥-­¨¥ (7) ­  ¬­®£®ç«¥­ë G1t�d+d1 ; : : : ; Gkt�d+dk , ª®-â®à®¥ íª¢¨¢ «¥­â­® á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨© ­  ¨å ª®íää¨æ¨¥­âë. �ãáâì ­ è  á¨áâ¥¬  {íâ® A � ~g = ~c, £¤¥ A { ¬ âà¨æ  á¨áâ¥¬ë. �¨áâ¥-¬  ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥,   §­ ç¨â, à ­£¬ âà¨æë A à ¢¥­ ç¨á«ã ¯¥à¥¬¥­­ëå v, â® ¥áâìáâ®«¡æë ¬ âà¨æë A «¨­¥©­®-­¥§ ¢¨á¨¬ë.�¨áâ¥¬  A � ~g = ~c á®¢¬¥áâ­ , ª®£¤  ¢¥ªâ®à ~c¯à¨­ ¤«¥¦¨â v-¬¥à­®¬ã  ää¨­­®¬ã ¯à®áâà ­-áâ¢ã, ¯®à®¦¤¥­­®¬ã áâ®«¡æ ¬¨ A. �«¨­  ¢¥ªâ®-à  ~c à ¢­  ª®«¨ç¥áâ¢ã ãà ¢­¥­¨© ¢ á¨áâ¥¬¥. �®¥áâì ª®à §¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  à¥è¥­¨© á¨-áâ¥¬ë à ¢­  à §­®áâ¨ ¬¥¦¤ã ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ãà ¢-­¥­¨© ¨ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå. � ®¡é ï ª®-à §¬¥à­®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¨¬¥îé¨å ä ªâ®à¨§ -

æ¨î â¨¯  (S1)(S2) : : :(Sk), à ¢­  à §­®áâ¨ ¬¥-¦¤ã ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ãà ¢­¥­¨© ¨ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ¯¥-à¥¬¥­­ëå ­  ¢á¥å è £ å ¢¬¥áâ¥. � íâ® «¥£ª® ¯®-áç¨â âì, ¨á¯®«ì§ãï ¨§¢¥áâ­ë© ª®¬¡¨­ â®à­ë©ä ªâ:�¥¬¬  3. �®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ fM = xd11 : : : xdnn j d1 + : : :+ dn = tg¬®­®¬®¢ ®â n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; : : :,xn à ¢­   n+ t � 1t ! =  n+ t� 1n� 1 !.�¥®à¥¬  ® ª®à §¬¥à­®áâ¨ ¤®ª § ­ . 2�à¨¬¥à 2. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ®¯¥à â®àë ¢â®-à®£® ¯®àï¤ª  ®â ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëåá á¨¬¢®«®¬ S1 �S2, £¤¥ S1; S2 { ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯¥à¢®-£® ¯®àï¤ª . �® â¥®à¥¬¥ 3 ª®à §¬¥à­®áâì ¬­®-£®®¡à §¨ï ®¯¥à â®à®¢, ¨¬¥îé¨å ä ªâ®à¨§ æ¨îâ¨¯  (S1)(S2), à ¢­  1.�®¦­® ­ ©â¨ ï¢­ãî ä®à¬ã«ã ãà ¢­¥­¨ï, § -¤ îé¥£® íâ® ¬­®£®®¡à §¨¥. �ãáâì, ­ ¯à¨¬¥à,bS1 = D1; bS2 = D2. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ®¯¥à â®àë¢¨¤  L = D1D2+a10D1+a01D2+a00. � ª®© ®¯¥-à â®à ¨¬¥¥â ä ªâ®à¨§ æ¨î â¨¯  (S1)(S2) â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®íää¨æ¨¥­âë a10; a01; a00ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â­®è¥­¨îa00 � a10a01 � @x(a10) = 0:�à¨¬¥à 3. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ®¯¥à â®àë âà¥-âì¥£® ¯®àï¤ª  ®â ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëåá á¨¬¢®«®¬, à ¢­ë¬ S1 � S2, £¤¥ S1; S2 { ¢§ ¨¬-­® ¯à®áâë¥ ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ®¯¥à -â®àë ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�®à §¬¥à­®áâì ¬­®£®®¡à §¨ï ®¯¥à â®à®¢, ¨¬¥î-é¨å ä ªâ®à¨§ æ¨î â¨¯  (S1)(S2), à ¢­  2.�á«¨ ¦¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ä ªâ®à¨§ æ¨î â¨-¯  (S1)(S2)(S3), £¤¥ S1; S2; S3 { ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , â®¯® â¥®à¥¬¥ 3 ª®à §¬¥à­®áâì à ¢­  3.�«¥¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥ ¢¢®¤¨âáï ¤«ï ¨§ãç¥­¨ï®¯¥à â®à®¢, ­¥ ¨¬¥îé¨å ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­¥ª®â®-à®£® â¨¯ :�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �ãáâì L 2 K[D]; SymL == S1 : : :Sk. �ë áª ¦¥¬, çâ® ®¯¥à â®à R 2 K[D]ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ª ä ªâ®à¨§ -æ¨¨ L â¨¯  (S1)(S2) : : :(Sk), ¥á«¨ ®¯¥à â®à L�R¨¬¥¥â ä ªâ®à¨§ æ¨î â¨¯  (S1)(S2) : : :(Sk), ¨ ¯®-àï¤®ª R { ¬¨­¨¬ «ì­ë© áà¥¤¨ ¯®àï¤ª®¢ ®¯¥à -â®à®¢ á â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬.���������������� ò2 2007



6 ��������, ��������¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï â¥á­® á¢ï§ ­ë á à ­¥¥¢¢¥¤¥­­ë¬¨ ç áâ¨ç­ë¬¨ ä ªâ®à¨§ æ¨ï¬¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �ãáâì L 2 K[D]; SymL == S1 : : :Sk. �®£¤  ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ä ª-â®à¨§ æ¨¨ â¨¯  (S1) : : :(Sk) ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª tâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  t + 1 { ¬¨­¨¬ «ì-­ë© ¯®àï¤®ª ç áâ¨ç­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨.�®­ïâ­®, çâ® ®¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ®¯à¥¤¥«¥-­ë ­¥ ®¤­®§­ ç­®, ¡®«¥¥ â®£®, ¨å á¨¬¢®«ë ®¯à¥-¤¥«¥­ë ­¥ ®¤­®§­ ç­®. �â®¡ë ¤®¡¨âìáï ®¤­®-§­ ç­®£®, ¨­¢ à¨ ­â­®£® ¢ ª ª®¬-â® á¬ëá«¥ ¯®-­ïâ¨ï, ¢¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �ãáâì L 2 K[D] ¨ SymL == S1 � S2 � : : : � Sk. � §®¢¥¬ ª®«ìæ®¬ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨© ¤«ï ä ªâ®à¨§ æ¨© â¨¯  (S1) : : :(Sk) ä ª-â®à-ª®«ìæ® K(S1; : : : ; Sk) = K[X ]=I;£¤¥ I = �SymLS1 ; SymLS2 ; : : : ; SymLSk � { ®¤­®à®¤­ë©¨¤¥ «.� ¬¥ç ­¨¥ 4. � á«ãç ¥ ¤¢ãå ¬­®¦¨â¥«¥©(k = 2) ª®«ìæ® ¯à¥¯ïâáâ¢¨© à ¢­®K(S1; S2) = K[X ]=(S1; S2);çâ® á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ¢¢¥¤¥­­ë¬ ¢ à -¡®â¥ [5], £¤¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï á«ãç © ¤¢ãå ¬­®¦¨-â¥«¥©.�¥®à¥¬  4. �ãáâì L 2 K[D] ¨ SymL == S1 � S2 : : :Sk, £¤¥ Si; i 2 f1; : : : ; kg, { ¯®¯ à-­® ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë. �®£¤  á¨¬¢®«ë ¢á¥å ®¡ëç-­ëå ¯à¥¯ïâáâ¢¨© â¨¯  (S1) : : :(Sk) ¯à¨­ ¤«¥-¦ â ®¤­®¬ã á¬¥¦­®¬ã ª« ááã ä ªâ®à-ª®«ìæ K(S1; : : : ; Sk).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§­ ç¨¬ di = ord(Si),i 2 f1; : : : ; kg, ¨ ¯ãáâì t { ¯®àï¤®ª ®¡ëç­ëå ¯à¥-¯ïâáâ¢¨©. �®¢â®à¨¢ à ááã¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë 3,¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (7), â® ¥áâì á¨¬¢®« «î¡®-£® ®¡é¥£® ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥Pt � ((SymL=S1) �G1t�d+d1 + : : :++(SymL=Sk) �Gkt�d+dk );£¤¥ Pt { ¨§¢¥áâ­ë©, ¥¤¨­áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë©¨ ®¤¨­ ª®¢ë© ¤«ï ¢á¥å ®¡ëç­ëå ¯à¥¯ïâáâ¢¨©¬­®£®ç«¥­. �® ¥áâì ¢á¥ ®¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï«¥¦ â ¢ á¬¥¦­®¬ ª« áá¥ [Pt] ä ªâ®à-ª®«ìæ K(S1; : : : ; Sk). 2�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6. �¬¥¦­ë© ª« áá á¨¬¢®«®¢®¡ëç­ëå ¯à¥¯ïâáâ¢¨© ¢ ª®«ìæ¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨© ­ -§®¢¥¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ª ä ªâ®à¨§ æ¨¨.

� ¬¥ç ­¨¥ 5. �î¡®© í«¥¬¥­â ¨§ íâ®£®á¬¥¦­®£® ª« áá  ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨¥¬.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7. �¨¯ë ä ªâ®à¨§ æ¨©(S1) : : :(Sk) ¨ (b1S1) : : :(bkSk) ­ §®¢¥¬ áå®¦¨¬¨,¥á«¨ b1; : : : ; bk 2 K ¨ b1 : : : bk = 1.�¥®à¥¬  5. �«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ®¯¥à â®-à  ª®«ìæ  ¯à¥¯ïâáâ¢¨© ¨ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï áå®¦¨åâ¨¯®¢ á®¢¯ ¤ îâ.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨ªá¨àã¥¬ ®¯¥à â®àL 2 K[D] ¨ ¤¢  áå®¦¨å â¨¯  ä ªâ®à¨§ æ¨©:(S1) : : :(Sk) ¨ (b1S1) : : :(bkSk), £¤¥ bi 2 K, i == 1; : : : ; k. �®£¤  ®¤­®à®¤­ë¥ ¨¤¥ «ë (S1; : : :, Sk)¨ (b1S1; : : : ; bkSk) á®¢¯ ¤ îâ,   §­ ç¨â, ¨ ª®«ìæ ¯à¥¯ïâáâ¢¨©.�î¡®¥ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ â¨¯  (S1) : : :(Sk)¨ ¯®àï¤ª  d0 ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥P = L� ( bS1 + T1) � : : : � ( bSk + Tk); (10)£¤¥ Ti { áã¬¬  ª®¬¯®­¥­â ¯®àï¤ª®¢ di�1; : : : ; d��di � d0 + 1, ¨ ord(P ) = d0.�ãé¥áâ¢ãîâ T 01; : : : ; T 0k â ª¨¥, çâ® T 0i , ª ª ¨Ti, { áã¬¬  ª®¬¯®­¥­â ¯®àï¤ª®¢ di � 1; : : : ; d��di � d0 + 1, ¨(S1 + T1) � : : : � (Sk + Tk) == (b1S1 + T 01) � : : : � (bkSk + T 0k):�®íâ®¬ã P ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ¯®-àï¤ª  d0 â¨¯  (b1S1) : : :(bkSk). � ¤àã£®© áâ®à®-­ë, ¬ë ã¦¥ ¤®ª § «¨, çâ® ª®«ìæ  ¯à¥¯ïâáâ¢¨©K(S1; : : : ; Sk) ¨ (b1S1; : : : ; bkSk) á®¢¯ ¤ îâ. �§­ ç¨â, á®¢¯ ¤ îâ ¨ á¬¥¦­ë¥ ª« ááë, â® ¥áâì¯à¥¯ïâáâ¢¨ï áå®¦¨å â¨¯®¢ á®¢¯ ¤ îâ. 2� ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥:�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 8. �ãáâì g 2 K� { ®¡à â¨¬ë©í«¥¬¥­â ¨§ ª®«ìæ  K,   L 2 K[D]. �®£¤  ®¯¥à -â®à g�1 �L � g ­ §ë¢ ¥âáï á®¯àï¦¥­­ë¬ ª L.�¥®à¥¬  6. �à¨ á®¯àï¦¥­¨¨ ®¯¥à â®à®¢®¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï á®¯àï£ îâáï: ¥á«¨ P {®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ¤«ï L 2 K[D],â® g�1Pg {¤«ï g�1Lg, £¤¥ g 2 K�.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ (10) { ®¡ëç-­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ¤«ï L ¯®àï¤ª  d0. �®¯àï¦¥¬à ¢¥­áâ¢® á ¯®¬®éìî g:g�1Pg = g�1Lg � g�1 � (S1 + T1)���k�1j=2(Si + Ti) � (Sk + Tk) � g:�ãé¥áâ¢ãîâ T 01; : : : ; T 0k â ª¨¥, çâ® T 0i , ª ª ¨ Ti, {áã¬¬  ®¤­®à®¤­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯®àï¤ª®¢ di����������������� ò2 2007



����������� � ������������ ���������������� ���������� 7�1; : : : ; d� di � d0 + 1, ¨g�1Pg = g�1Lg � (g�1S1 + T 01)���k�1j=2 (Si + T 0i) � (gSk + T 0k): 2�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �à¥¯ïâáâ¢¨ï á®¯àï¦¥­­ëå®¯¥à â®à®¢ á®¢¯ ¤ îâ.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ á®¯àï¦¥­¨¨ ®¯¥à â®-à®¢ ®¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï á®¯àï£ îâáï,   §­ -ç¨â á¨¬¢®« ®¡ëç­ëå ¯à¥¯ïâáâ¢¨© ®áâ ¥âáï ­¥-¨§¬¥­­ë¬. 2�¥®à¥¬  7. �ãáâì n = 2, L 2 K[D], ord(L) == d, ¨ SymL = S1 : : :Sk, £¤¥ Si; i 2 f1; : : : ; kg;¯®¯ à­® ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë. �®£¤  ª®«ìæ® ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨© K(S1; : : : ; Sk) à ¢­® 0 ¢ áâ¥¯¥­¨ d�1. (�®¥áâì ­ áâ®ïé¨¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®-àï¤ª  d� 2 ¨«¨ ¬¥­ìè¥.)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§­ ç¨¬ di = ord(Si),i 2 f1; : : : ; kg, ¨, ¯®¢â®à¨¢ à ááã¦¤¥­¨ï â¥®à¥-¬ë 3, § ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ (7) ¤«ï t = d� 1:Pd�1 = (SymL=S1)�G1d1�1+: : :+(SymL=Sk)�Gkdk�1;ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® à¥è¥­¨ï ®â­®á¨-â¥«ì­® G1d1�1; : : : ; Gkdk�1. � áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥â-áâ¢ãîéãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­  ¨åª®íää¨æ¨¥­âë. �® «¥¬¬¥ 3 ª®«¨ç¥áâ¢® ãà ¢-­¥­¨© ¢ â ª®© á¨áâ¥¬¥ à ¢­® d, ¨ ç¨á«® ¯¥à¥-¬¥­­ëå â®¦¥ à ¢­® d. �® ¥áâì á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥,   §­ ç¨â, ¬ë ­ è«¨ ç -áâ¨ç­ãî ä ªâ®à¨§ æ¨î ¯®àï¤ª  d� 1. 2� ¯®¬­¨¬, çâ® ®¯¥à â®à L 2 K[D]; ord(L) == d, ­ §ë¢ ¥âáï áâà®£® £¨¯¥à¡®«¨ç­ë¬, ¥á«¨ ¥£®á¨¬¢®« à áª« ¤ë¢ ¥âáï ­  d à §«¨ç­ëå ¬­®¦¨-â¥«¥©.�¥®à¥¬  8. �ãáâì n = 2, ¨ L 2 K[D] {áâà®£® £¨¯¥à¡®«¨ç­ë© ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª  d. �®-£¤  ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® â¨¯ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­  ¬­®¦¨â¥«¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì (S1) : : :(Sd) { ­¥ª®-â®àë© â¨¯ ä ªâ®à¨§ æ¨¨,   P { ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨¥ ¤«ï íâ®£® â¨¯  ä ªâ®à¨§ æ¨©. �ãáâì ¯®-àï¤®ª ¯à¥¯ïâáâ¢¨© à ¢¥­ p. �à¥¤¯®«®¦¨¬, ¥áâì¤àã£®¥ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ íâ®£® â¨¯ , â®£¤ ®­® ¨¬¥¥â ¢¨¤P + (SymL=S1) �A1 + : : :+ (SymL=Sd) �Ad;£¤¥ Ai { ®¤­®à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯®àï¤ª®¢ pi == p� ord(SymL=Si) = p� (d� 1). �® ¥áâì p �

� d� 1. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® â¥®à¥¬¥ 7, ª®«ìæ®¯à¥¯ïâáâ¢¨© ¢ ¯®àï¤ª¥ d � 1 à ¢­® 0, ¯®íâ®¬ãp � d� 2. 25. ��������� ������� ����� ���� ����������� áá¬®âà¨¬ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨© ®¯¥à â®à L 22 K[Dx; Dy] ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ ª®-®à¤¨­ â, £¤¥ ¥£® á¨¬¢®« ¨¬¥¥â ¢¨¤ XY . �®-£¤  ¯® â¥®à¥¬ ¬ 7 ¨ 8 ¥£® ®¡  ®¡ëç­ë¥ ¯à¥¯ïâ-áâ¢¨ï ¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª 0 ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¤­®§­ ç-­®. � ©¤¥¬ ï¢­ë¥ ä®à¬ã«ë.�¥®à¥¬  9. �ãáâìL = Dx �Dy + aDx + bDy + c;£¤¥ a10; a01; a00 2 K. �®£¤  ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï â¨¯®¢(X)(Y ); (Y )(X) à ¢­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­®c� ab� @x(a);c� ab� @y(b):�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ªâ®à¨§ æ¨ï L â¨¯ (X)(Y ) ¨¬¥¥â ¢¨¤L = (Dx + g00) � (Dy + h00) ;£¤¥ g00; h00 { ­¥ª®â®àë¥ í«¥¬¥­âëK. �à ¢­¨¢ ïª®¬¯®­¥­âë ¯®àï¤ª  1 á«¥¢  ¨ á¯à ¢ , ¨¬¥¥¬:(a� h00)Dx + (b� g00)Dy = 0; (11)â® ¥áâì a = h00; b = g00. �¥¯¥àì ¢ëç¨á«ï¥¬¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ªL� (Dx + b) � (Dy + a) = c� ab� @x(a):�à¥¯ïâáâ¢¨¥ â¨¯  (Y )(X) ­ å®¤¨âáï  ­ «®£¨ç-­®. 2� ¬¥ç ­¨¥ 6. � ©¤¥­­ë¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï á®-¢¯ ¤ îâ á ¨­¢ à¨ ­â ¬¨ � ¯« á  [2].6. ��������� ������� ����� ���� ����������� áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à L 2 K[D1; D2] âà¥âì¥£®¯®àï¤ª . �ãáâì ¥£® á¨¬¢®« à ¢¥­ S1�S2�S3, â®£¤ ¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ â¨¯ë ä ªâ®à¨§ æ¨©:(S1)(S2)(S3); (S1)(S3)(S3); (S2)(S1)(S3);(S2)(S3)(S1); (S3)(S1)(S2); (S3)(S2)(S1)���������������� ò2 2007



8 ��������, �������{ è¥áâì ¤«ï ä ªâ®à¨§ æ¨© ­  âà¨ ¬­®¦¨â¥«ï ¨è¥áâì { ­  ¤¢  ¬­®¦¨â¥«ï:(S1)(S2S3); (S2)(S1S3); (S3)(S1S2);(S1S2)(S3); (S1S3)(S2); (S2S3)(S1):6.1. �¢  ¬­®¦¨â¥«ï� è  â¥®à¨ï à ¡®â ¥â ¢ á«ãç ¥ ¢§ ¨¬­® ¯à®-áâëå á¨¬¢®«®¢ ¬­®¦¨â¥«¥©, â® ¥áâì, ¥á«¨ à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ë© â¨¯ { (S1)(S2S3), â® S1 ¨ S2S3¤®«¦­ë ¡ëâì ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë. �ç¨âë¢ ï íâ®,  â ª¦¥ â®, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ â¨¯ë à áá¬ âà¨-¢ îâáï  ­ «®£¨ç­®, ¬ë ®£à ­¨ç¨«¨áì à áá¬®-âà¥­¨¥¬ ¤¢ãå ¢ ¦­ëå á«ãç ¥¢: â¨¯  ä ªâ®à¨-§ æ¨© (X)(X2+XY ) ¤«ï ®¯¥à â®à  á á¨¬¢®«®¬X2Y + XY 2 ¨ â¨¯  (X)(Y 2) { ¤«ï ®¯¥à â®à  áá¨¬¢®«®¬ XY 2.� ¬¥â¨¬, çâ® ¯® â¥®à¥¬¥ 7 â ª¨¥ ®¡ëç­ë¥ ¯à¥-¯ïâáâ¢¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® ¯®àï¤ª®¢ ®¤¨­ ¨«¨­®«ì, ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ­ -å®¤¨âáï ­¥ ®¤­®§­ ç­®.�¥®à¥¬  10. �ãáâìL = dSymL + a20Dxx + a11Dxy++a02Dyy + a10Dx + a01Dy + a00;£¤¥ ¢á¥ aij 2 K:�ãáâì SymL = XY (X + Y ), â®£¤ Obst(X)(YX+Y Y ) == �a202 � a11a02 + a01 + @x(a02 � a11)�Dy++a00 � a02a10 + a202a20 + 2a02@x(a20)��@x(a10) + a20@x(a02) + @xx(a20);{ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ä ªâ®à¨§ æ¨ï¬ Lâ¨-¯  (X)(YX + Y Y ).�ãáâì SymL = X2Y , â®£¤ Obst(Y )(XX) == �a10 � a20a11 � @y(a11)�Dx++a00 � a20a01 + a220a02 + 2a20@y(a02)��@y(a01) + a02@y(a20) + @yy(a02);{ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ª ä ªâ®à¨§ æ¨ï¬ Lâ¨-¯  (Y )(XX).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ â¨¯ (X)(YX + Y Y ) ¨¬¥îâ ¢¨¤L = (Dx + G0) � (Dxy +Dyy +H1 +H0) ; (12)

£¤¥ G0 = g00 2 K; H1 = h10Dx + h01Dy 22 K[Dx; Dy], H0 = h00 2 K: �à ¢­¨¢ ï ª®¬¯®-­¥­âë ¯®àï¤ª  2 ¢ ®¡¥¨å ç áâïå à ¢¥­áâ¢  (12),¯®«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­  ª®-íää¨æ¨¥­âë h10; h01; g00:8><>: a20 = h10;a11 = h01 + g00;a02 = g00:� å®¤¨¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë. � -â¥¬, áà ¢­¨¢ ï ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ Dx ¢ ®¡¥¨åç áâïå (12), ¯®«ãç ¥¬:h00 = a10 � a20a02 � @x(a20):�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ëç¨á«¨âì ®¡ëç­®¥ ¯à¥-¯ïâáâ¢¨¥ ª ª P = L � (Dx + G0) � (Dxy++Dyy +H1 +H0).�­ «®£¨ç­® ­ å®¤¨¬ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¤«ï â¨¯  ä ªâ®à¨§ æ¨¨ (Y )(XX). 26.2. �à¨ ¬­®¦¨â¥«ï�¤¥áì ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç © £¨¯¥à-¡®«¨ç¥áª®£® ®¯¥à â®à  á á¨¬¢®«®¬ XY (X + Y )¨ â¨¯ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ (X)(Y )(X+Y ). � íâ®¬ á«ã-ç ¥ ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì â®«ìª® ¯®-àï¤ª®¢ 1 ¨ 0 (â¥®à¥¬  7), ¨ ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­® (â¥-®à¥¬  8).�¥®à¥¬  11. �ãáâìL = DxDy(Dx +Dy) + a20Dxx + a11Dxy++a02Dyy + a10Dx + a01Dy + a00;£¤¥ ¢á¥ aij 2 K: �¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ â¨¯ (X)(Y )(X + Y ) à ¢­®Obst(X)(Y )(X+Y ) == (a10 � a20a11 + a220 � @x(a20) + @y(s2))Dx++(a01 � a02a11 + a202 + @x(�a11 + a02))Dy++a00 + a20a02s2 + s2@x(a20)++(a20@x + @xy + a02@y)(s2);£¤¥ s2 = a20 � a11 + a02.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ ä ªâ®à¨§ æ¨îâ¨¯  (X)(Y )(X + Y ) ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥:L = (Dx + g0)� (Dy + h0) � (Dx +Dy + f0) : (13)�à ¢­¨¢ ï ª®¬¯®­¥­âë ¯®àï¤ª  2 á«¥¢  ¨ á¯à -¢ , ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥h0 = a20; g0 = a02; f0 = a11 � a02 � a20:�¥¯¥àì ¬®¦­® ¢ëç¨á«¨âì ®¡ëç­®¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ª ª à §­®áâì «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¢ à ¢¥­áâ¢¥(13). 2���������������� ò2 2007
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