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Vorwort

In dieser Diplomarbeit wird das Problem der Summation rationaler Funktionen
behandelt. Es werden allgemeine Aussagen iiber die Struktur der Losungen des
Problems erldutert, und verschiedene Algorithmen beschrieben, die solche Losungen
berechnen. Durch die eingefiihrten Begriffe werden diese Verfahren in einer
einheitlichen Form dargestellt und verglichen. Das Verfahren von Moenck, das
sich als fehlerhaft erwiesen hat, wird korrigiert. Das Verfahren von Abramow wird
erweitert, um bestimmte Eigenschaften des Ergebnisses zu sichern.

An dieser Stelle mochte ich mich bei meinem Betreuer Herrn Priv.-Doz.
Dr. Volker Strehl fiir die aufregende Themenstellung bedanken, sowie fiir die
Unterstiitzung bei der Anfertigung der Arbeit. Ferner gilt mein Dank besonders
Herrn Dr. Peter Paule, der mir einige Aspekte des Problems klarmachte und der
durch einen stdndigen, ermunternden Kontakt meine Arbeit verfolgte.
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Einleitung

Fiir verschiedene Gebiete der Mathematik und der Informatik ist das Problem der
Summation spezieller Funktionen von grofler Bedeutung.

Beispielsweise tritt in der Kombinatorik haufig die klassische Aufgabe auf, fiir
eine Funktion f(x) eine Funktion ¢g(z) zu bestimmen, damit folgende Gleichung fiir
n > 0 gilt

Das allgemeinere Problem der indefiniten Summation besteht darin, eine Losung
h(z) folgender Differenzengleichung zu bestimmen (s. [Bo, Ge, BeO, KePe, Ho)).

h(z+1) — h(x) = f(x)

Dabei sollen die Funktionen f(x),h(x) und g(x) gewisse Eigenschaften besitzen.

Im Falle von hypergeometrischen Funktionen sind in den letzten Jahren grofie
Fortschritte erzielt worden, welche i. w. auf dem von W. Gosper im Jahre 1978
entwickelten Algorithmus (s. [Go]) basieren.

Da rationale Funktionen einen wichtigen Spezialfall der hypergeometrischen
Funktionen darstellen, stellt sich die natiirliche Frage, ob spezielle Algorithmen diese
Eigenschaft nutzen konnen.

In der Tat verdffentlichte Moenck im Jahre 1977 (s. [Mo]) eine Methode, die
das Problem der Summation rationaler Funktionen in Anlehnung an die Hermite-
Integration behandelt. Dieses Verfahren bestimmt eine rationale Losung h(z) der
oben angegebenen Differenzengleichung fiir die rationale Funktion f(x), falls eine
solche existiert. Ansonsten wird eine Zerlegung bestimmt der Form

Wz +1) = hz) = f(z) —r(z)

Das Verfahren von Moenck ist auch im System Maple implementiert. Allerdings
stellte P. Paule fest, daf einige rationale Funktionen von diesem Programm nicht
korrekt behandelt wurden. Im Rahmen dieser Diplomarbeit kommen wir zu dem
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SchluB, dafl nicht eine fehlerhafte Implementierung, sondern einige Liicken in der
Darstellung von Moenck Ursache fiir dieses Fehlverhalten sind. Eine entsprechende
Korrektur des Programms wurde vorgenommen.

S. A. Abramow behandelte andererseits die Summation rationaler Funktionen
schon im Jahre 1971 (s. [A71]). Er befafite sich auch in weiteren Arbeiten (s. [A74,
A75, A89]) mit diesem Problem. Seine Uberlegungen und die damit verbundenen
Verfahren haben aber lange Zeit keine angemessene Beachtung gefunden, auch weil
sie in russischer Sprache erschienen sind. Es stellt sich aber heraus, dafl durch
eine leichte Erweiterung das Verfahren von Abramow sich besonders in Hinblick auf
einige Eigenschaften der gesuchten Zerlegung von Vorteil zeigt. Deswegen wurde
eine Implementierung sowohl im System Maple als auch in Axiom realisiert.

Schlieflich lieferte P. Paule im Jahre 1992 (s. [Pa92]) eine umfassende
theoretische Behandlung des Problems, die fiir unsere Betrachtungen als Grundlage
verwendet wird. Wichtige Aussagen iiber die Existenz und die Struktur der
Losungen werden getroffen. Er schldgt auch ein weiteres Verfahren zur Summation
rationaler Funktionen vor, die auf einer Analogie zur Horowitz-Integration rationaler
Funktionen basiert.

Mit Hilfe des von Paule geschaffenen Rahmens beschreiben wir die erwédhnten
Algorithmen durch eine einheitliche Darstellung. Wir werden somit insbesondere
auf die Unterschiede und Ahnlichkeiten der verschiedenen Verfahren hinweisen.

Die Arbeit ist in sieben Kapitel untergliedert. In dem ersten Kapitel werden
grundlegende Aspekte des Problems behandelt. Eine angemessene Notation wird
eingefithrt, um das Problem der indefiniten Summation zu definieren. Nachdem die
Summation von Polynomen erldutert wird, fithren wir die wichtigsten Begriffe ein,
mit deren Hilfe dann Aussagen iiber das Problem gemacht werden. Der grofite Teil
dieser Begriffe stammt aus der Arbeit von P. Paule. Wir verwenden eine graphische
Darstellung, um diese Objekte und die Aussagen zu veranschaulichen. Im letzten
Abschnitt des Kapitels werden diese Begriffe dazu verwendet, um die Struktur der
Losungen der indefiniten Summation zu beschreiben.

Im zweiten Kapitel wird dann der erste Algorithmus von S. A. Abramow
vorgestellt. Dieses Verfahren fithrt das Problem auf die Losung eines linearen
Gleichungssystems mit polynomialen Eintrdgen zuriick und bestimmt nur eine
rationale Losung, wenn eine solche existiert. Die Aufstellung und Losung eines
Gleichungssystems ist auch der zentrale Punkt des Algorithmus von Gosper, der im
Kapitel Drei beschrieben wird.

Das vierte Kapitel beschreibt den zweiten Algorithmus von S. A. Abramow,
welcher iterativ vorgeht und auch eine weitere Zerlegung liefert, wenn keine
rationale Summation existiert. Wir erweitern diesen Algorithmus durch eine einfache
Beobachtung, die das Ergebnis in gewissem Sinne positiv beeinflufit. Ein weiterer
Algorithmus, der eine allgemeine Zerlegung der rationalen Funktion liefert, ist
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der Algorithmus von Moenck. Dieser wird im fiinften Kapitel vorgestellt. Die
Ursache fiir die von P. Paule entdeckten Fehler wird erldautert und eine Verbesserung
vorgeschlagen. Das letzte Verfahren in dieser Arbeit ist das von P. Paule. Paule
beschreibt eigentlich zwei Methoden, die eine geht iterativ vor, die andere basiert
auf der Losung eines linearen Gleichungssystems.

Im letzten Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften und Besonderheiten der
beschriebenen Algorithmen wiederholt und, soweit moglich, verglichen.



Chapter 1

Theoretische Grundlagen

Bevor in den néchsten Kapiteln die Verfahren zur Losung des Problems der
indefiniten Summation vorgestellt werden konnen, werden hier grundlegende
theoretische Aspekte besprochen. Eine einheitliche Notation zur genauen
Beschreibung der verschiedenen Algorithmen wird eingefiihrt.

Auflerdem werden Aussagen iiber die Existenz und die Struktur einer Lésung in
Abhéngigkeit von der aufzusummierenden rationalen Funktion gemacht.

1.1 Die Operator-Notation

Zur Darstellung und Losung der in der Einleitung vorgestellten Aufgabe vereinbaren
wir zuerst eine Reihe von Bezeichnungen. In den folgenden Betrachtungen
bezeichnen wir mit N die Menge der natiirlichen (nichtnegativen) Zahlen, mit Z
die Menge der ganzen und mit Q die der rationalen Zahlen. Mit I bezeichnen wir
einen Korper der Charakteristik Null. Fiir einen Buchstaben z sind dann K [z],
bzw. K (z), der Ring der Polynome, bzw. der Korper der rationalen Funktionen
mit Koeffizienten aus K in x. Ferner sollen fiir I Algorithmen bekannt sein, um die
Korperoperationen durchzufiithren und alle ganzzahligen Nullstellen eines beliebigen
Polynoms aus K [z] zu bestimmen.

Den Koeffizienten von 2" im Polynom p(z) € K [x] bezeichnen wir mit (x™)p(z)
und den Grad von p(z) mit deg p(z).

Falls es unzweideutig ist, aus welchem Polynomring p(z) stammt, schreiben wir
auch einfach p dafiir. Analog fiir rationale Funktionen aus K ().

Da Verfahren fiir die Korperoperationen zur Verfiigung stehen, sind auch
Algorithmen bekannt, um den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Polynome zu
bestimmen. Wir werden annehmen, dafl ged (p, ¢) den grofiten gemeinsamen Teiler
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der Polynome p und ¢ aus K [z] als normiertes Polynom liefert. Fiir das kleinste
gemeinsame Vielfache zweier Polynome schreiben wir lem (p, q).

Ferner kann fiir zwei Polynome p, ¢ € K [z] die Resultante beider Polynome
berechnet werden. Res(p,q) soll dann den Wert der Resultante beider Polynome
liefern. Wir schreiben auch Res(p, ¢; x), falls die Variable aus dem Zusammenhang
nicht offensichtlich hervorgeht.

Fiir drei Polynome p,q,v € K [z] sagen wir, dafl v der Anteil von p in g ist,
falls p = pi* ... plr die Zerlegung in irreduziblen Faktoren von p ist und ¢ = v - w fiir
ein w € K [z]. Dabei soll gelten: v = pi'...p/» und ged (p, w) = 1.

Die Bestimmung des Anteils erfolgt durch iterierte gcd -Berechnungen. Man setze
v1 = ged (p,q) und ¢ = q/v;. Wenn v; = 1 gilt, dann sind p und ¢ teilerfremd und
der Anteil von p in g ist gleich Eins. Wenn aber v; # ¢, dann bestimmt man iterativ
v; = ged (p,qi—1) und ¢; = ¢;—1/v; fur alle ¢ = 2,3, ... so lange, bis fiir ein ¢ = n gilt
v, = 1. Dann sind alle auftretenden Primteiler aus p von ¢ isoliert worden und wir
konnen den Anteil von p in ¢ angeben durch

pCL’f’t(p, Q) = V102 Up

Wenn wir von einem irreduziblen Polynom p aus K [z] sprechen, dann meinen
wir irreduzibel iiber /.

Fiir eine rationale Funktion r € IC (x) sagen wir, da8

p
r==-

q

eine reduzierte Darstellung von r ist, falls p und ¢ zwei teilerfremde Polynome
aus K [z] sind.

Es sollen jetzt einige Operatoren auf Polynomen und rationalen Funktionen
definiert werden, welche wir in der Darstellung des zu 16senden Problems verwenden.

Sei E, der Shift-Operator auf K [z], also gelte

E,:Kl[z] — Klz] : p(z) — p(z+1)

Falls wiederum unzweideutig ist, nach welcher Variablen versetzt wird, schreiben
wir nur E. Dementsprechend wird fiir alle k¥ € Z der Operator EX definiert durch
E*p(z) = p(x + k) fiir alle p € K [z]. Mit E, bezeichnen wir ebenso die Erweiterung
des Shift-Operators auf K (z).

Wenn wir mit 1 den identischen Operator (d.h. 1 := EY) bezeichnen, dann
nennen wir
A, =FE,—1
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den (Vorwirts-) Differenzenoperator A,. Es gilt also A, f(z) = f(x+1)— f(x).
Dazu noch der (Riickwirts-) Differenzenoperator V,

Ve, =1-FE"

Falls x eindeutig aus dem Zusammenhang zu entnehmen ist, schreiben wir auch A,
bzw. V fiir A,, bzw. V,.

In Anlehnung an die falling factorials, im Deutsch auch , absteigende Faktorielle*
genannt, die durch (a)® := a(a — 1)---(a — k + 1) fiir eine Konstante a definiert
werden, fithren wir die falling factorials fiir Polynome (und damit auch fiir
rationale Funktionen) ein durch

[t = p(E7'p) - (B~ p)
fiir £ € Z und k positiv, sonst fiir k£ negativ
[p]® := ((Ep) (E®p)--- (E*p))~"
und [p]? := 1. Fiir diese Notation siche Graham et al. ([GKP]).

Im folgenden Lemma werden die wichtigsten Eigenschaften des oben eingefiihrten
Differenzenoperators A erlautert.

Lemma 1.1 Fir f und g aus K [z] und k > 0 gilt:

1. Der Operator A ist linear.
2. A(f-g) = fAg+ EgAF.

g AL _ B9+ 9AS

g gEg
4. AlfIE= [fE=L (Ef — E7f).
Ek+1f _ Ef
—k
Beweis: Der Beweis ist elementar. O

Mit Hilfe der eingefithrten Notation kénnen wir das Problem der indefiniten
Summation, die wir behandeln mochten, im néchsten Abschnitt genauer
beschreiben.
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1.2 Indefinite und definite Summation

Die wichtigste Aufgabe der unten beschriebenen Verfahren ist die Losung des
Problems der indefiniten Summation, das folgendermafien formuliert wird.

Problem 1.1 (IRS) Gegeben sei eine rationale Funktion f € K (x). Bestimme,
falls es existiert, ein g € K (x) so, daf gilt

Ag=f (1.1)

Wir werden uns hauptséchlich mit der Losung der Differenzengleichung (1.1)
beschéaftigen.

An dieser Stelle wird auch der Zusammenhang mit der Differential- und
Integralrechnung deutlich, bei welchen der bekannte Satz gilt:

ddt(x) =r(x) genau dann, wenn /r(x) de =t(z)+C
x

fiir eine Konstante C. Bei der Losung des Problems des unbestimmten Integrals
bestimmt man also unter gewissen Bedingungen diejenigen Funktionen ¢, fiir die
gilt : L¢(z) = r(z). In Anlehnung an diese Notation schreiben wir fiir die Menge
aller Losungen vom Problem (IRS)

Yo flw)ox:={g; f=Ag}

In der Integralrechnung ist die Eindeutigkeit der Funktion ¢ bis auf eine
additive Konstante gewéhrleistet. In der Differenzenrechnung unterscheiden sich die
Losungen i. allg. um eine Funktion der Periode Eins. Wenn némlich s(z+1) = s(z)
fiir alle x gilt, dann auch A s = 0. Da wir uns auf rationale Funktionen beschrénken,
heifit das aber wieder, daf sich die Losungen nur um eine Konstante unterscheiden
kénnen. Wir werden im folgenden mit einem gewissen Sprachmifibrauch g = A~Lf
fir g € 3 f(z) 0z schreiben.

Ebenso wie der Begriff des unbestimmten Integrals in der indefiniten Summation
sein diskretes Analogon findet, wird auch das bestimmte Integral auf die definite
Summation {ibertragen. So wie

wird die definite Summe definiert als

b

> f@) sz = Y f(k)

a
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Aus der Losung g des Problems (IRS) kann man direkt jede definite Summe zum
gleichen Summanden berechnen, denn es gilt

b—1 b—1 b—1 b—1
X_j fk) = X_:(g(k +1) —g(k)) = X_j gk +1) - Z_: g(k) = g(b) — g(a)

Wichtig ist dabei natiirlich, da die Funktionswerte f(k) fir k = a,...,b —
1 definiert sein miissen. Das bedeutet, dafl das Nenner-Polynom ¢ von f keine
ganzzahligen Nullstellen im Intervall haben soll, iiber das f aufsummiert wird. Wir
werden im unten angegebenen Beispiel auf diesen Aspekt hinweisen.

Beispiel: Wir wollen, falls moglich, fiir die Summe

n 1
kz::l k(k+1)
einen rationalen Ausdruck in der Variablen n berechnen.

Diese Aufgabe kann mit einer rationalen Funktion g € Q(z) gelost werden, fiir
die

1
Ag= ———
g z(x+1)
gilt. Offenbar ist g = —1/z eine Losung fiir dieses Problem, und somit kénnen wir
schreiben
" 1 1 1 n

7:—74— =
kz::lk(k’nLl) n+1 1 n+l

Die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Verfahren entscheiden, ob eine
rationale Losung der im Problem (IRS) beschriebenen Differenzengleichung fiir eine
angegebene rationale Funktion f € I (x) existiert, und bestimmen eine solche, falls
moglich.

Das Nenner-Polynom von f besitzt die Nullstellen {0,—1}. Wie oben
gesagt wurde, mufl man sicherstellen, dafl keine ganzzahlige Nullstelle im
Summationsintervall auftritt. In unserem Beispiel ist dies der Fall, da iiber positive
Werte von k aufsummiert wird. Es wére andererseits sinnlos, aus der Losung g des
Problems (IRS) beispielsweise folgende Beziehung fiir n > 0 aufzustellen

3> (k) = (n+1) = 6(=3) = —57

Fiir den Spezialfall, dafl f Polynom ist, sind schon lange effiziente Verfahren
bekannt, die das Problem der indefiniten Summation lésen. In diesem Falle
existiert immer ein Polynom g, fiir das gilt Ag = f. Deswegen wird der Fall
der Polynome im néchsten Abschnitt gesondert behandelt. Dank der Linearitét
des Differenzenoperators A kann man sich dann auf die rationalen Funktionen mit
reduzierter Darstellung f = p/q beschrénken, fiir die degp < deg q gilt.
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1.3 Summation von Polynomen

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, die fiir ein beliebiges Polynom

f= Z fixt € Klx] (1.2)

ein Polynom ¢g € K [z] bestimmt, das Losung der Gleichung A g = f ist. Bei der
entsprechenden Aufgabe in der Differentialrechnung verwendet man die Beziehung

d n n—1

—a" =nx

dx
um mit Hilfe der Linearitéit des Differentialoperators das unbestimmte Integral zu
berechnen durch

/fd:c:zd:fi:c”lJrC
gl

fiir ein C' € K. In der Differenzenrechnung kann eine dhnliche Beziehung fiir die
Basis der Monome iiber x nicht aufgestellt werden, denn es gilt fiir n > 0

n—1
Az =(z+1)"—a" =) (Z)xk

k=0

Wenn man aber die Basis der falling factorials betrachtet, dann bemerkt man,
daB folgende Beziehung fiir n > 0 gilt.

berechnen durch

—_

_ d fz i+1
A=Y Sl

(2

+

Wir stellen hier ein Verfahren vor, welches eine spezielle Klasse von Polynomen,
die sogenannten Bernoulli-Polynome, verwendet, um die indefinite Summation von
Polynomen durchzufithren (s. [Ge, KePe]). Diese Methode ist beispielsweise auch
im Computer-Algebra System Maple fiir die Bestimmung der indefiniten Summation
von Polynomen implementiert.
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Definition 1.1 Die Bernoulli-Polynome {Bj(z), Bi(x),...} werden definiert

durch
tet

et —1

=Y By (1.3)

n>0

Die Angabe der Bernoulli-Polynome durch ihre erzeugende Funktion liefert uns
auch eine Berechnungsvorschrift fiir sie. Man betrachte folgende Gleichung, die aus
(1.3) durch Multiplizieren beider Seiten mit (e' — 1)/t berechnet wird:

-y Bwh (1.4

t n>0

Fiir die rechte Seite von (1.4) ergibt sich dann

et —1 t
t

S B = Yoy 1),an<x>t”

n>0 . >0 L+ 1) =% nl
B Z _ Bi(z) t"
750 \iz (n—i+1)

Durch Koeffizientenvergleich in der Entwicklung nach ¢ in (1.4) erhélt man somit

:z:)( >n—5421 (1.5)

fiir alle n > 0. Diese Regel ergibt fiir die ersten Werte von n

By(xz) = 1 (1.6)
1
Bi(z) = x— 3
1
By(xr) = 2 —ax+ 5
3 1
Bs(zr) = 2°— §x2 + 3%

Das fiir unsere Zwecke wichtige Verhalten der Bernoulli-Polynome bzgl. A, wird
im folgenden Lemma beschrieben.

Lemma 1.2 Fir die Bernoulli-Polynome {By(x), B1(x), ...} gilt

A, By(z) = ka*™! (k>0) (1.7)
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Beweis: Man betrachte die Reihe

A, B, B, 1 B,
"0 n! w30 n! =0 M
t
_ (z+1)t tr
= 5= (e )
= te'
B Z l,nfl tn
n>1 (n - ]')'
Die Behauptung folgt aus dem direkten Koeffizientenvergleich. O

Aus diesem Lemma wird folgendes Korollar abgeleitet, das die Losung des
Problems beinhaltet.

Korollar 1.1 Fir alle k > 0 gilt

1 ALk
k+1Bk+1(:c)—A x

Beispiel: Wir berechnen die indefinite Summe g(z) eines Polynoms aus Q(a)(z)

a—+1
3

A (2? — r+3)=g(x)

Mit den Polynomen aus (1.6) und dem Korollar 1.1 erhalten wir

1 a+1
g(r) = §B3($)— 3_232($)+3B1($)
1, 2 1, 10 1 55
= 3:6‘ (3—|—6a)w —|—(3 +6&)x %6

Man rechnet leicht nach, da§ Ag(z) = 2% — (a + 1)z /3 + 3.

Bemerkung 1.1 Die bekannten Bernoulli-Zahlen {Bg, By,...}, die definiert
werden durch

t "
- Z Bna (1'8)

— =
e 1 S0

erfiillen offensichtlich die Beziehung
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Da die indefinite Summe fiir Polynome nach dem oben vorgestellten Verfahren
bestimmt werden kann, werden wir in den folgenden Abschnitten und Kapiteln
annehmen, daf die betrachteten rationalen Funktionen nicht als Polynom darstellbar
sind. Ferner soll der Zahler der rationalen Funktion einen niedrigeren Grad als
der Nenner haben. Wegen der Linearitdt des Differenzenoperators ist dies keine
Einschrénkung.

In den folgenden Abschnitten werden Begriffe eingefiihrt, die zur formalen
Beschreibung der Losungsverfahren sehr niitzlich sind. Im n#chsten Abschnitt
wird der Begriff der Dispersion eines Polynoms definiert, der in jedem der unten
beschriebenen Algorithmen eine wesentliche Rolle spielt.

1.4 Die Dispersion

In diesem Abschnitt wird die Dispersion einer rationalen Funktion eingefithrt. Der
Begriff stammt in dieser Form aus den Arbeiten von Abramow (s. [A71]) und ist fir
unsere Aufgabe eine sehr wichtige Statistik fiir Polynome. Mit Hilfe der Dispersion
wird ein Kriterium iiber die Nicht-Existenz einer Losung der indefiniten Summation
vorgestellt.

Definition 1.2 Seip € K [z] mit degp > 0. Die Dispersion des Polynoms p (i.Z.
dis p) wird definiert durch

dis p :=max {h; h € NA ged (p, E"p) # 1}

Fiir eine rationale Funktion f € IC(x) mit der reduzierten Darstellung

_h
f2

wobei deg fo > 0, wird die Dispersion definiert durch

f

dis f := dis fs.

Aus der Definition ist ersichtlich, dafi die Dispersion immer nichtnegative
ganzzahlige Werte annimmt. Man bemerke, daBl der Wert von dis p sich
nicht dndert, wenn wir p als Polynom iiber einer beliebigen Erweiterung £ des
Koeffizientenkorpers K betrachten. Wenn ged (p, E¥p) = 1 in K [z] gilt, dann auch
in Llx].
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Bemerkung 1.2 FEs ist leicht einzusehen, daf$ gilt

dis p=max{a—; pla) =p(B) =0ANa— [ € Z}.

Der Wert dis p kann also auch als die grofite ganzzahlige Distanz zwischen den
Nullstellen des Polynoms p angesehen werden.

Bei der obigen Bemerkung ist zu beachten, dafi alle Nullstellen o und [ des
Polynoms beriicksichtigt werden. Wesentlich ist also nur der gegenseitige Abstand
der Nullstellen in dem Zerfallungskorper von p. Andererseits werden wir unten
sehen, dafl es fiir die Berechnung der Dispersion nicht notig ist, eine explizite
Zerlegung im Zerfallungskorper zu kennen.

Beispiel: Fiir p = (23 + 522 + 6) gilt dis p = 3, denn p besitzt die Zerlegung
p = x(z + 2)(z + 3) und somit die Nullstellen {0, —2, —3}. Es gilt ferner dis z? = 0
und dis (z/(z* + x)) = 1.

Betrachten wir das Polynom p = 2% + 2% + 422 + 4 aus Q[z]. Die vollstindige
Faktorisierung in Q[z] ist p = (22 + 1)(2? + 2z + 2)(2? — 22 + 2). In C[z] zerfillt
das Polynom in

p=(@+i+)(z+i)(z+i—D(z—i+)(z—i)(r—i-1)
und daraus sieht man mit der obigen Bemerkung, daf dis p = 2.

Das Verhalten der Statistik dis in bezug auf den Differenzenoperator ist von
besonderem Interesse und wird im folgenden Satz erldutert.

Satz 1.1 Sei g eine rationale Funktion aus KC(x) mit der reduzierten Darstellung
g1
9=
92

und deg go > 0, dann gilt
disAg=1+dis g

Beweis: Sei k = dis g. Man betrachte die rationale Funktion

_ 92Bg1 —g1Eg,

A
g 92 go

(1.10)

Falls £ = 0, dann sind die Polynome g, und Fg, zueinander teilerfremd und somit
ist die rechte Seite von (1.10) schon eine reduzierte Darstellung fiir die linke Seite.
Es gilt dann dis Ag = 1.
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Falls k > 0, dann existiert ein irreduzibles Polynom p € K [z], fiir das pE¥p| go
gilt. Wir zeigen, dafl pE**'p den Nenner von Ag teilt. Nehmen wir an, es
gelte pl(g2Eg1 — 1 Eg2). Da p|ge, wiirde das p| Egs nach sich ziehen und somit
auch E~1p|g, und E~'pE*p|g,. Dann wiire dis go > k, ein Widerspruch zu
k = dis g. Wenn wir annehmen, da8 E*¥"'p|(¢2Eg1 — g1Ego) gilt, kénnen wir
dhnlich argumentieren. Wir hiitten E**'p|go und wieder dis go > k. Es gilt also
ged (pE*p, o Egy — g1Egs) = 1 und natiirlich pE**1p | g Egs.

Damit ist gezeigt, dal dis Ag > dis g + 1. Es ist aber offensichtlich, daf
dis A g < dis g + 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Die Aussage des Satzes liefert ein Kriterium iiber die Nicht-Existenz einer Losung
fiir das Problem (IRS) . Dies wird durch folgendes Korollar ausgedriickt.

Korollar 1.2 Sei f € K(z). Wenn eine Lisung des Summationsproblems (IRS)
fur f existiert, dann gilt
dis f(z) > 1

Damit wissen wir also, dafl es keine rationale Funktion ¢ als Losung vom
Problem (IRS) gibt, falls die Dispersion von f Null ist. Mit Hilfe des unten
beschriebenen Begriffs der Greatest-Factorial Factorization werden wir spéter ein
schérferes Kriterium angeben, das dieses erweitert.

Beispiel: In vielen Bereichen, z.B. bei der Komplexitidtsabschéitzung von
Algorithmen, tritt eine spezielle Zahlenfolge auf. Die Folge der harmonischen
Zahlen H, wird definiert durch

1 1 1
Hy=14+-4+—-+-+-= -
+2+3+ +n Z

Das oben vorgestellte Kriterium gewéhrleistet, dal H, nicht als rationale
Funktion in n darstellbar ist, da dis 1/ = 0. Dasselbe gilt fiir die sogenannten
erweiterten harmonischen Zahlen

n

Y=Y

i—1

Die Bedeutung der Statistik dis wird sich auch bei der Implementierung der
beschriebenen Algorithmen zeigen, denn dieser Wert muf in jedem Fall berechnet
werden. Im néchsten Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, um die Dispersion
zu berechnen.
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1.4.1 Berechnung der Dispersion

Fiir beliebige Polynome p € K [z] ist es moglich, den Wert von dis p zu berechnen,
ohne p zu zerfillen.

Man betrachte zu dem Polynom p(x) € K [z] das Polynom py,(x) = p(z + h) als
Element von IC(h)[z], wobei h ein von z verschiedenes Symbol ist. Betrachtet man
jetzt p(x) auch als Element von KC(h)[z], so gilt bekanntlich

Res(p,pn;x) =0 genau dann, wenn ged (p,pr) # 1

Sei r(h) = Res(p,pn;x) € K[h]. Die Dispersion von p ist dann die grofite
ganzzahlige Nullstelle des Polynoms r(h). Wegen der im ersten Abschnitt geforderte
Eigenschaft von K steht also ein Algorithmus zur Berechnung von dis (p) durch diese
Methode zur Verfiigung.

Obwohl diese Methode eine effektive Moglichkeit liefert, die Dispersion zu
berechnen, erweist sich die Berechnung mit Resultanten als sehr zeitaufwendig.
Computer-Algebra Systeme wie Maple oder Axiom bieten Funktionen an, die
das angegebene Polynom in irreduzible Teiler faktorisieren.  Experimentelle
Beobachtungen haben gezeigt, dafi diese Funktionen fiir unsere Zwecke von Vorteil
sind, denn wenn wir die Faktorisierung p%' - - - pir des Polynoms p mit voneinander
verschiedenen irreduziblen Faktoren pq,...,p, zur Verfiigung haben, dann kann
die Berechnung der Dispersion ohne Verwendung von Resultanten erfolgen. Sei
k = dis p, dann existieren [,7 € Nmit 1 <[ < nund 1 < j < n fiir die gilt
p = E*p;. Da der Shift-Operator irreduzible Polynome auf irreduzible Polynome
abbildet, reicht es, gleichgradige Teiler p; und p; zu vergleichen.

Fiir ein Polynom p(x) € K [x] der Form
d
p(r) =3 anz"
h=0

gilt fiir das versetzte Polynom E¥p

M=~
S
B
+
a2
>

Efp(z) = pa +k) =

i
o

I
M=~
S
M=

PR
=
~—

e

T

2l

>
Il
=)
-
Il
=)

I
M=
M=
S
—
=
=
7~
T
3

@
Il
=)
>
I
=

und somit

(Y E*p(z) = ag und (zNEFp(z) = ag_1 + kday
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Bei der Uberpriifung, ob E*p = ¢ fiir ein Polynom

d
q(z) = Z bz
h=0
gilt, reicht es, nur diejenigen ganzzahligen k£ zu untersuchen, welche die Gleichung
kdag + ag—1 = bg—1

erfiillen.

Die Berechnung erfolgt durch folgenden Algorithmus
Algorithmus 1.1 (Zur Berechnung der Dispersion eines Polynoms)

Input: Polynom p € K [x| mit degp > 0
Output: disp
Berechne die Faktorisierung von p = p' - - -pin in irreduzible Teiler
Setze k — 0
Wiederhole fir alle p; in {p1,...,pn}
Wiederhole fir alle p; in {pit1,...,pn} mit degp; = d = degp;
Falls ke, = <$d71>dp<jx ;;;dil)]j L ganzzahlig ist
und EFrevp; = Dj
dann setze k «— max{kpey, k}
Gib k als Ergebnis zuriick

1.5 Die Shift-Struktur rationaler Funktionen

Nach der Einfithrung der Dispersion wird die Struktur einer rationalen Funktion
untersucht.

Die Begriffe und Ideen, die in folgenden Abschnitten beschrieben werden,
stammen im wesentlichen aus Arbeiten von Paule (s. [Pa92]).

Sei Fac(p) die Menge der normierten irreduziblen Teiler des Polynoms p € K [z],
also
Fac(p) = {q € K[z]; q|pmit ¢ normiert und irreduzibel}

Wir sagen, dafl zwei Polynome p,q € K [z] shift-dquivalent sind, i.Z. p ~ ¢,
falls es ein k € Z gibt, fiir das E*p = ¢. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation
auf I [z] und auf Fac(p) fiir p € K [z].
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Auf jeder Aquivalenzklasse von Fac(p) fithren wir eine totale Ordnung ein. Seien
also p, ¢ € K [z] shift-dquivalent, so definieren wir die Relation < durch

p<q=3ke€Z:k>0und E"p=gq

Mit Hilfe dieser Ordnung definieren wir ein eindeutiges Représentantensystem
fiir die Aquivalenzklassen nach ~. Als Reprisentant jeder Klasse nehmen wir
das kleinste Polynom nach < aus dieser Klasse. Dieses Reprisentantensystem
bezeichnen wir mit ShiftRep(p).

Beispiel: Fiir das Polynom
Ly 3 2.3 2 2
p(z) = z(x — g)(:v +x+1)%(2° — 32"+ 4o — 1)(z — 1)*(x — 3) € Q[z]
zerfillt Fac(p) in drei Aquivalenzklassen
1
{z — g},{x?’ — 32 +4r— 1,2 + 2+ 1}, {z, v — 1,2 — 3}
und wir haben

1
ShiftRep(p) = {x — g,x?’ —32% +4r — 1,7 — 3}

und es gilt + —3 < x — 1.

Sei fir p € KJ[z] das somit eindeutig bestimmte Repridsentantensystem
ShiftRep(p) = {p1,...,pn} und ¢; das grofte Element der Aquivalenzklasse von
p;. Dann existiert ein k; € N so, dal E¥ip; = ¢;. Fiir alle i = 1,...,n definieren wir
die Lange der Aquivalenzklasse von p; als ly(pi) = k; + 1. Jedes Element einer
Klasse tritt als Teiler von p mit einer gewissen Vielfachheit auf. Die gréfite dieser
Multiplizititen {iber alle Elemente der Klasse von p; bezeichnen wir mit mult,(p;).

Bemerkung 1.3 Es gilt
disp = max {l(p:i)} —1

1.5.1 Graphische Darstellung

Zur Veranschaulichung der im letzten Abschnitt eingefithrten Begriffe schlagen
wir eine graphische Darstellung vor. Dadurch wird es moglich, die spéteren
Losungsverfahren anschaulich zu erlautern.
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_Sei  ShiftRep(p) = {p1,...,pn} das Reprisentantensystem der
Aquivalenzklassen von Fac(p) nach der Relation ~ fiir p € K [z]. Dazu definieren
wir eine Menge ShiftGraph(p) von Punkten aus N x N durch

ShiftGraph(p) = {(j,i); 1 <i<n, j >0, E'p;| p} C N’

Wir stellen ShiftGraph(p) graphisch als Teilgitter dar. Eine Beschriftung der
Punkte mit ganzen Zahlen m, : N x N — N wird definiert durch m,(i,j) =
Vielfachheit von E7p; als Teiler von p oder Null fiir ¢ > n. Man beachte, dafl
die Definition von ShiftGraph(p) von der Numerierung der Repridsentanten in
ShiftRep(p) abhangt. Die Darstellung ist aber bis auf Vertauschungen der Zeilen
eindeutig.

Beispiel: Fiir das Polynom
1 1 1 7

— = - - Y -1 2 -
p(r) = (e = 2~ 1)(a — e — 1)~ 17 ~3) € Qla]
mit
ShiftRep( )—{:1:'—1 x—} :c—z x — 3}
pp - 57 27 37
wird ShiftGraph(p) wie in folgender Abbildung dargestellt.
il
-1 e
NE 1
T73@ ®
3 1 2 1
T ¢ o—0

Aus der Abbildung kann man sofort ablesen, dafl I(p;) in diesem Beispiel als
maximalen Wert 4 annimmt. Daher gilt dis p = 3.

In den n#chsten Abschnitten werden weitere Begriffe zur Erfassung der Shift-
Struktur einer rationalen Funktion vorgestellt. Wir werden die Definitionen mit
Hilfe dieser graphischen Darstellung veranschaulichen.

1.6 Der Greatest-Factorial Exponent (GFE)

Betrachten wir zu einem gegebenen Polynom p € K [z] die oben definierten Mengen
ShiftRep(p) = {p1,...,pn} und ShiftGraph(p). Wir untersuchen jetzt Shift-
Folgen in ShiftGraph(p), d. h. Folgen der Form

{(G,4), (G +1,4),...,(j +1—1,4)} C ShiftGraph(p)



1.6. DER GREATEST-FACTORIAL EXPONENT (GFE) 21

Sei also p € KJz] ein Polynom mit ShiftRep = {pi,...,ps} und sei
ShiftGraph(p) gegeben durch folgende Abbildung (die Beschriftung der Punkte
geben wir nicht an).

s @ ®

P @ @

P @ O

P2 @—@ @ @

O o—0 0 © L

Wir nennen solche Shift-Folgen maximal, die in keiner anderen enthalten sind.
Alle maximalen Shift-Folgen des Beispiels werden in folgender Abbildung dargestellt.

P | @ ®

1 | @ @

P @ o0

P eo—@ ® ®

e o—0 0 © L

Der maximalen Léange solch maximaler Folgen geben wir einen besonderen
Namen. Wir nennen diesen Wert Greatest-Factorial Exponent von p, i. Z.
GFE(p).

GFE(p) = k bedeutet, daf§ ein Teiler ¢ € K [z] von p existiert, mit degq > 0
und [g]% | p. k soll dabei den gréftmoglichen Wert annehmen. Im obigen Beispiel ist
GFE(p) =4, ¢ = Ep; und wir finden kein ¢’ mit [¢']2| p.

Man definiert GF E(p) auch durch

B 0 : fallsdeg (p) =0
GFE(p) = { min{k € N; ged (p, Ep, ..., E*p) =1} : sonst

Im néchsten Abschnitt benutzen wir den Begriff der Shift-Folge um eine weitere
Darstellung eines Polynoms einzufiihren.
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1.7 Die Greatest-Factorial Factorization (GFF)

Bei der Integration rationaler Funktionen (s. [Co, SuMal) spielt eine besondere
Zerlegung von Polynomen eine wichtige Rolle: Die Squarefree-Factorization
(quadratfreie Zerlegung). Sei p € K[z] ein Polynom und p = p{'ps?---po»
vollstédndige Zerlegung iiber K. Dann definiert man g; als Produkt aller irreduziblen
Teiler p; von p mit e; = j fiir alle 7 < k := max{ey,...,e,}. Somit ist ¢;---qx = p
die quadratfreie Zerlegung von p. Insbesondere sind die Polynome ¢; paarweise
teilerfremd und quadratfrei.

In Anlehnung an diesem Begriff fithren wir in diesem Abschnitt eine Darstellung
fiir Polynome ein, die die Information {iiber die Shift-Struktur der Polynome
beinhaltet.  Diese Darstellung wird uns spéter ermoglichen, eine alternative
Berechnung der Dispersion durch vereinfachte Resultanten anzugeben.

Definition 1.3 Seip ein normiertes Polynom aus K [z] mit degp > 1. Wir nennen
Greatest-Factorial Factorization von p, i. Z. GFF(p), eine Darstellung

p = [p1Hpa)? - - [pel®

mit den Figenschaften

1. p1y...,pr € Klz], degpr > 1 und fiir alle i = 1,...,k — 1 ist p; entweder
normiert mit degp; > 1 oder p; = 1.

2. Fir alle i,j € {1,...,k} und alle h mit max{i,j} —i < h < j ist
ged (pi, E7hpj;) = 1.

Wir werden unten sehen, daf§ solche eine Darstellung eindeutig ist. Der Begriff
wird durch ein Beispiel erldutert. Betrachten wir ein Polynom p € IC[z] der Form

p = (p)*(E*p1)*(E°p1) (E'p1)° (E°p1)*(E'py)
fiir ein irreduzibles Polynom p; € K [z]. Es gilt dann
Fac(p) = {p1, E*p1, E°p1, E'p1, E°p1, E'p1}

und ShiftRep(p) = {p:}. Wir stellen die einzige Shift-Aquivalenzklasse dar als

1

2 1 3 2
n e—F0—0—0—0+—=0
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wobei die ldngste maximale Shift-Folge eingerahmt wurde. Es gilt GFE(p) = 4.
Wir bestimmen das Polynom ¢ so, da8 [¢]2 | p und ¢ maximalen Grad hat. Es reicht,
fiir jede Shift-Folge maximaler Linge ((j,4),...(j + k,4)) das Polynom E7T*p¢ zu
nehmen, wobei d die kleinste in der Folge auftretende Bewertung m,(j + [, ) ist.

In unserem Beispiel ist dann ¢ = E°p;. Fiir p’ = p/[q]? gilt offensichtlich
GFE(p') < GFE(p), da in jeder Shift-Folge maximaler Linge mindestens ein
Punkt Null als neue Bewertung bekommt und somit die Lange mindestens um Eins
verringert wird. Fiir p’ erhalten wir

2 1 2 1 1
N @——O——10—01"—=©0

mit GFE(p') = 2. Durch Iterieren des Verfahrens bekommen wir eine
Darstellung des Polynoms p als

p =M - o)

fir k = GFE(p). Diese Methode kann direkt auf Polynome iibertragen werden,
deren Faktorenmenge in mehreren Aquivalenzklassen zerlegt wird: Man wendet die
Uberlegung auf jede Shift-Folge maximaler Linge an und liefert das Produkt der
dadurch bestimmten Polynome als Ergebnis zuriick. Die Berechnung von ¢, erfolgt
durch die Beziehung

g = ged (p, Ep, ..., E*'p)
Fiir das oben angegebene Beispiel bekommt man die Darstellung

p = [} (E*p1)(E*p) (B p1)|F [E°p1 2 [Epi]*

Um zu zeigen, daf} die durch das Verfahren gewonnene Darstellung die Greatest-
Factorial Factorization des Polynoms p ist, brauchen wir nur die Eigenschaft 2 der
Definition zu iiberpriifen.

Aus dem Verfahren sieht man aber, dafl nach der Bestimmung des Polynoms

P =p/[pe]* gilt
ShiftGraph(p') C ShiftGraph(p) (1.11)

Insbesondere ist jede Shift-Folge maximaler Lange in p’ entweder in einer Folge
maximaler Lénge in p enthalten oder selber eine maximale Folge in p.

Die Aussage der Eigenschaft 2 aus der Definition ist, dafi maximale Folgen
in p und p’ entweder ineinander enthalten, oder durch mindestens einen leeren
Gitterpunkt getrennt sind. Zur Veranschaulichung stellen wir das Polynom wieder
graphisch dar. Ein Widerspruch zur Aussage wire, aus dem Polynom aus obigem
Beispiel
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1

2 1 3 2
P e——0—0—0—0——=0

beispielsweise folgende faktorielle Teile

oder

zu bekommen. Die Vermeidung solcher Fille ist durch das vorgestellte Verfahren
offensichtlich gewahrleistet, insbesondere durch die Beziehung (1.11) und durch die
Tatsache, dal in jedem Schritt die maximale gemeinsame Vielfachheit innerhalb
einer maximalen Shift-Folge abgezogen wird. Somit ist dies ein Verfahren zur
Berechnung von GFF(p).

Bemerkung 1.4 Fir ein Polynom p € K|[z] sind die einzelnen faktoriellen Teile
von GFF(p) i. allg. nicht paarweise teilerfremd, wie wir im obigen Beispiel gesehen
haben.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafl die Greatest-Factorial
Factorization eines Polynoms eindeutig ist.

1.7.1 Eigenschaften der GFF

Die wichtigsten Eigenschaften, insbesondere die FEindeutigkeit, der Greatest-
Factorial Factorization eines Polynoms werden im folgenden Satz angegeben.
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Satz 1.2 Sei p ein normiertes Polynom aus K [x] mit degp > 1 und sei

b= [pl]l[pQ]z' o [pk]ﬁ
eine GFF von p. Dann gilt:

1. Firallei=1,....k und p; # 1 gilt GFE([p1|*[p2)2- - [ps]}) = 1.

2. Die GFF von p ist eindeutig, d.h. wenn [q1]X[q)? - - - [q.]% auch GFF von p ist,
dann gilt n = k und p; = q; fir allei =1,... k.

Beweis: Zu 1 beobachten wir zuerst, dal GFE(p;) = 1 fiirallei = 1,..., k gilt.
Dies folgt aus der Eigenschaft 2 der Definition von GFF(p) mit j = ¢ und h = 1.
Damit ist GFE([p;]t) =i fiir alle i und GFE([pi[X[pa]?- - - [pi]?) > .

Angenommen, wir hitten GFE([pi|*---[p;]*) > i, dann wiirden sich maximale

Folgen aus [p;]* mit maximalen Folgen aus einem [p;]Z fiir ein j < ¢ iiberlappen. Das
ist aber durch die Definition der GFF nicht mdoglich.

Zu 2 stellen wir fest, dafl nach der Aussage 1 desselben Satzes insbesondere gilt

GFE([piHpol? - [pi]*) =k und  GFE(quHael -+ [ga]") = n

also auch k£ = n.

Da k maximal ist, enthdlt p, jeden Teiler aus einer Shift-Folge maximaler
Lénge in der Shift-Struktur von p. Andererseits mufl er jeden Teiler mit der
hochstmoglichen gemeinsamen Vielfachheit enthalten, die in der Shift-Folge auftritt,

denn sonst wiirde eine Shift-Folge der Linge k in [pi]t--- [pr_1]5=L auftreten.

Deshalb ist die Wahl von p; durch die Eigenschaft 1 eindeutig. Und somit gilt
Ak = Dk-

Analog dazu zeigt man, dal pp_1 = qx_1 usw. O
Der Begriff der GF'F ermoglicht uns, die Berechnung der Dispersion eines
Polynoms zu vereinfachen.

Betrachten wir also das allgemeinere Problem, die grofite natiirliche Zahl oo € N
fiir die Polynome a, b € K [x] zu bestimmen, fiir die gcd (a, E*b) # 1 gilt. Die Zahl «
ist bekanntlich die groBte ganzzahlige Nullstelle des Polynoms Res(a, E'b; z) € K[l].

Stellen wir zuerst die Shift-Struktur von a graphisch beispielsweise wie folgt dar.

b3 @

D2
b1 @ I
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Sei ferner die Shift-Struktur von b etwa wie in folgender Abbildung. Dabei
wird der Graph mit Riicksicht auf die Teiler von a gebildet, obwohl natiirlich
ShiftRep(a) # ShiftRep(b) gelten kann.

n e—e
no—e—e
P2

Y ® l

Es gilt gcd (a, E*b) # 1 genau dann, wenn der Graph zu a gemeinsame Punkte
mit dem um « Stellen nach rechts versetzten Graphen zu b besitzt. Wegen der
Maximalitdt von « iiberschneiden sich also beide Graphen nur in der ersten bzw.
letzten Spalte, wie in folgender Abbildung.

P4

Ps @ *—o

P2 @ ® L
P e—e L

Das bedeutet, daf} alle auftretenden gemeinsamen Teiler von a und E“b rechten
Endpunkten maximaler Folgen in a und linken Endpunkten maximaler Folgen in b
entsprechen. Wir kénnen uns deshalb bei der Berechnung von o durch Resultanten
auf diese Endpunkte beschrinken.

Dies wird im folgenden Satz erldutert.

Satz 1.3 Fiir die Polynome a,b € K [z] mit GFF (a) = [a1]*- - - [a ]t und GFF(b) =
[b1]L - - [0y sei o die grifte nichtnegative ganze Zahl, fiir die gilt:

Res(a, E“b;z) =0

Dann ist o die grofite nichtnegative ganze Zahl, fir die gilt:

Res(ay -+~ ag, E*(by(E7 0y) - - - (E70));2) = 0
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Beweis: Folgt direkt aus obiger Beobachtung. O

Aus diesem Satz bekommen wir fiir a = b eine Moglichkeit, die Berechnung der
Dispersion durch Resultanten deutlich zu vereinfachen.

Beispiel: Sei a = 23 + 22 — 22 — 2. Wir berechnen o = dis a, also das grofite
ganzzahlige « so, daf}

Res(a, E%a;x) = o’ — 140" +49a° — 360° = 0

Es gilt @« = 3. Nach obigem Satz, mit a = b, reicht es aber, das gréfite ganzzahlige
[ zu bestimmen mit

Res(z(x +2), E°((x — 1)(z +2));2) = 8* —=28° =56+ 65 =0

da GFF(a) = [z+2]1[z]%. Esgilt 3 = 3. Nach der Anwendung des Satzes mufiten wir
die groBite ganzzahlige Nullstelle eines Polynoms vom Grad 4 anstelle eines Polynoms
vom Grad 9 bestimmen.

Die vorgestellte Berechnungsmethode fiir die GFF eines Polynoms p geht davon
aus, dafl man den Wert GF E(p) berechnet hat. Wir werden im néchsten Abschnitt
ein Verfahren vorstellen, das GF F(p) ohne diese Information iiber p berechnet.

1.7.2 Berechnung der GFF

In diesem Abschnitt stellen wir zuerst das oben beschriebene Verfahren zur
Berechnung der GFF als Algorithmus dar. Ferner geben wir ein weiteres Verfahren
an, welches fiir ein Polynom p € K [z] die Darstellung GFF(p) berechnet, ohne
vorher den Wert GF E(p) auszurechnen.

Zuerst also beschreiben wir einen Algorithmus zur Methode, die anhand eines
Beispiels nach der Definition der Greatest-Factorial Factorization verdeutlicht
wurde.
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Algorithmus 1.2 (Zur Berechnung der Greatest-Factorial Factorization eines
Polynoms)

Input: Polynom p € K [x]
Output: Polynome qi,qa, ..., qx € K[z] mit GFF(p) = [q1]*- - - [qu)E
Wiederhole firt =k, k—1,...,1
Setze q; = ged (p, Ep, ..., B 1p)
Setze p = p/[qi]!
Gib q1,...,q als Ergebnis zuriick

In Folgendem stellen wir ein weiteres Verfahren zur Berechnung von GF'F(p) vor.
Bei diesem Verfahren wird der Wert von GF E(p) nicht benétigt, da man zuerst das
Polynom ¢; bestimmt.

Zur Verdeutlichung der Methode betrachten wir zuerst ein stark vereinfachtes
Beispiel. Die Ubertragung des Verfahren auf allgemeine Polynome wird weiter unten
beschrieben.

Sei p € KJ[z] ein Polynom mit nur einer Shift-Aquivalenzklasse, etwa
ShiftRep(p) = {p1} und habe ShiftGraph(p) folgende graphische Darstellung.

2 2 1 3 3 3 2
’? &—O—4————0—H———0—0—0——©0

Aus dem Bild kann man direkt die GF'F' von p ablesen. Es gilt

GFF(p) = [(E°p)(E°p)Hpi (Ep)) FIE P (E°p) (B = [an] g as)?

Wir bestimmen zuerst das Polynom g;. Betrachten wir g = ged (p, Ep). Die
graphische Darstellung von g erhélt man durch die Uberlagerung des Graphen von
p und des um eine Stelle versetzten Graphen von p.

Der Graph von g hat also folgende Form, die durch Durchschnittsbildung
gewonnen wird.

g +—@o—+———+——+———+——@ @

In g sind alle Shift-Folgen maximaler Lénge aus p enthalten, wobei aber der
linke Endpunkt geloscht wurde. Deshalb enthélt der Graph von p/g nur die linken
Endpunkte aller Shift-Folgen maximaler Linge in p, also ¢ B~ g E~2¢s.
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i @g——+—@—+——o—+—+—+@

Andererseits sind in E~'g alle Shift-Folgen ohne den rechten Endpunkt
enthalten.

E’_lg ®

Daher enthilt der Graph von pr = p/E~'g nur die rechten Endpunkte, also
q1429s3-

-1
PEY ——t——t+——+—+—@—+—@

Der Durchschnitt der Graphen, also ged (p/g,pr) wird dann nur die Punkte
enthalten, die sowohl rechte als auch linke Endpunkte einer Shift-Folge maximaler
Léange in p sind. Das ist nur dann der Fall, wenn die Shift-Folge Lénge Eins hat.
Deshalb gilt ged (p/g,pr) = ¢i. Das Verfahren wird auf ¢ iteriert, um g, und g3
zu bestimmen. Man bemerke, dafl bei der iterierten Anwendung des Verfahrens
nur ein ged ausgerechnet werden mufl. Im zweiten Schritt gilt ndmlich p,., = g,

Prneuw = pr/pl und Gneu = E(pneu/prneu)-

In diesem Beispiel wurden zwei spezielle Eigenschaften von p vorausgesetzt:
|ShiftRep(p)| = 1 und die Shift-Folgen haben keinen gemeinsamen Punkt. Die
Uberlegung bleibt aber auch fiir allgemeine Polynome p mit GFF(p) = [qi]*- - - [qx]%
giiltig. Fiir die Gleichung ged (p/g, pr) = ¢ verwendet man hier die Aussage 2 aus
der Definition der Greatest-Factorial Factorization fiir den Fall h = j — 1. Es gilt
dann

ged (g, B ) =1 fiir alle i,7€42,3,...,k}

In folgendem Algorithmus wird dieses effiziente Verfahren zur Bestimmung von
GFF(p) beschrieben.

Algorithmus 1.3 (Zur Bestimmung der GFF eines Polynoms)

Input: p € K [z].
Output: q,...,q € K[z] mit GFF(p) = [q1]t- - - [qu]E.
Setze 1 «— 1
Setze g < ged (p, Ep), pr — p/(E~"g) und p; < ged (p/g, pr)
Wiederhole solange g # 1
Setze i +— i+ 1
Setze p < g, pr < pr/pi—1, g < E(p/pr) und p; < gcd (p/g,pr)
Gib (p1,...,pr) als Ergebnis zuriick
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Wir haben schon gesehen, dafl die faktoriellen Teile der GF'F' eines Polynoms
i.allg. nicht teilerfremd sind. Diese Eigenschaft ist insbesondere fiir den Algorithmus
von Moenck wichtig. Im néchsten Abschnitt fithren wir einen neuen Begriff ein,
mit dessen Hilfe wir einige Aussagen iiber die Losung des Problems (IRS) angeben
werden.

1.8 Die Shift-Saturated Extension

Die Greatest-Factorial Factorization eines Polynoms hat uns die Mdoglichkeit
gegeben, die Berechnung der Dispersion durch Resultanten zu vereinfachen. In
diesem Abschnitt werden wir den Begriff der Shift-Saturated Extension, i. Z.
ShiftSat(p), vorstellen.

Wir fithren wie iiblich den Begriff anhand eines Beispiels ein. Betrachten wir das
Polynom p € K [x] mit ShiftRep = {p1,...,ps} und sei ShiftGraph(p) gegeben
durch folgende Abbildung.

1 2 1
p5“.
1 11 1
p4" @
2 3 |3
Ps @ o0
1 |1 2
P2 @—@ @
2 1 (1 (2 |3 1
@ 0 0 © @

Die Shift- Aquivalenzklassen von p werden insofern vervollsténdigt, als der Graph
keine Liicken bei gleichem Umrifl mehr aufweist. Es gilt also

ShiftGraph(ShiftSat(p)) = {(I,7); 3(i,§) € ShiftGraph(p) : i > 1} C N?

_Jeder Punkt bekommt als Bewertung die maximale in der dazugehdrenden
Aquivalenzklasse auftretende Bewertung, also

MShiftsat(p) (1, J) = multy(p;)

fir alle (¢,7) € ShiftGraph(ShiftSat(p)). In unserem Beispiel wird die Shift-
Saturated Extension von p folgendermafien dargestellt.
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2 2 2
p5."
1 |11 |1 |1
1 @O—@—0@—@
3 [3 |3 |3
3 @O—0—0@—@
2 12 12 |2
P2 &—60—0—=©
3 13 |13 | 313 |3 |3 |3
M &o—60—60—0—0—0—0 0

Der Name ShiftSat(p) ist dadurch gerechtfertigt, dafl der beschriebene Vorgang
in gewissem Sinne einer Sattigung der Shift-Struktur des Polynoms p entspricht.

Bemerkung 1.5 Fiir zwei Polynome p,q € K [x] kann man aus obigem Verfahren
folgendes folgern:  falls ShiftRep(p) = ShiftRep(q), ShiftGraph(p) und
ShiftGraph(q) gleichen Umrif$ haben und mult(p;) = mult(q;) fir alle i gilt, dann
gilt auch ShiftSat(p) = ShiftSat(q). Dies bedeutet, daf$ auf die Shift-Saturated
Eaxtension eines Polynoms p nur der Umrif$ des Shift-Graphen und die mazimalen
auftretenden Vielfachheiten einen Einfluf$ haben.

Die Greatest-Factorial Factorization von ShiftSat(p) bekommt man, indem man
die Shift-Folgen gleicher Léange zu einem falling factorial zusammenfafit. In dem
Beispiel bedeutet dies, dal GFF(ShiftSat(p)) = [E"p3|E[E3(pip3ps) A E*p2]3.

s | @—@—@

P+ 1 O—0@—0—@

P O—0—0—@

2 1o—60—0—=@

N e—6@—60—0 0000

Der Begriff der Shift-Saturated Extension wird auf natiirliche Weise auf rationale
Funktionen iibertragen. Wenn r € K (z) eine rationale Funktion mit reduzierter
Darstellung r = a/b ist, wobei degb > 1, dann sagen wir, dafl die Polynome

B = ShiftSat(b) € K [z]
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und

a=a- p
b
die Shift-Saturated Form von r darstellen, denn es gilt
!
r=—
B

Es ist offensichtlich, daf§ die SFF einer rationalen Funktion eindeutig ist, falls
das Nenner-Polynom normiert ist.

Die Shift-Saturated Extension von Polynomen wird eine wesentliche Rolle bei der
Behandlung des Problems der indefiniten Summation rationaler Funktionen spielen.
Im néchsten Abschnitt werden die wichtigsten Tatsachen vorgestellt, die in diesem
Zusammenhang niitzlich sind.

1.8.1 Eigenschaften von ShiftSat(p)

Wir fassen einige Eigenschaften der Shift-Saturated Extension eines Polynoms in
folgendem Satz zusammen.



1.8. DIE SHIFT-SATURATED EXTENSION 33

Satz 1.4 Sei p € K [z] ein normiertes Polynom mit degp > 1 und sei die Shift-
Saturated Extension von p ShiftSat(p) gegeben durch ihre GEF [q|*- - - [qn)®, dann
gilt
1. n=dis (p) + 1 = dis (ShiftSat(p)) + 1 = GFE(ShiftSat(p)).
2. Fir alle h € Z und i,j € {1,...,n}: fallsi # j, dann
ged (qi, E7"g) =1
3. Fir alle h € Z\ {0} und i € {1,...,n}: falls ¢; # 1, dann
ged (g, E™"q) = 1
4. Firallei e {1,...,n}: falls ¢; # 1, dann
i =dis ([g]* - [@]!) + 1 =dis ([¢]") + 1

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition der Shift-Saturated
Extension. O

Die durchgefithrte Séttigung der Shift-Aquivalenzklassen von p gewihrleistet,
daf3 die einzelnen falling factorials in der Greatest-Factorial Factorization der Shift-
Saturated Extension von p teilerfremd sind (Aussagen 2 und 3 vom obigen Satz).
Wie oben schon bemerkt, ist das ein wesentlicher Unterschied zu GFF(p).

Bevor wir unten einen Satz iiber die Losung des Problems (IRS) angeben kénnen,
benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 1.3 Sei d € K [z] ein normiertes Polynom mit degd > 1. Dann gilt
ShiftSat(lem (d, Ed)) = lem (8, EY)
wobei 6 = ShiftSat(d).

Beweis: Sei die Shift-Struktur des Polynoms d gegeben durch den Graphen

SERaNE
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Sei jetzt p = lem (d, Ed). Wegen der Beziehung
Fac(p) = Fac(d) U Fac(Ed) = {t,Et; t € Fac(d)}

gilt auch
ShiftRep(p) = ShiftRep(d) = {dy,...,dn}

und
ShiftGraph(p) = ShiftGraph(d) U{(i +1,7); (¢,j) € ShiftGraph(d)}
Somit erhalten wir den Graphen fiir p, indem wir den Graphen von d mit sich

selbst, aber um eine Spalte versetzt, iiberlappen. Im obigen Beispiel erhalten wir
fir ShiftGraph(p):

cEBaanS

Insbesondere ist jede Shift-Aquivalenzklasse von p um ein Element linger als die
entsprechende Klasse von d, d.h.

Ly(di) = la(d;) + 1

fir alle 7 € {1,...,n}. Fiir die Vielfachheit der einzelnen Teiler von p, also fiir die
Bewertung der einzelnen Punkte im Graphen, gilt

my(i, j) = max{ma(i, j), ma(i — 1,7)}
fir alle Punkte (7, ) und somit auch
mult,(d;) = mult(d;)
fur alle € {1,...,n}.
Fir 6 = ShiftSat(d) gilt bekanntlich
ShiftRep(d) = ShiftRep(d)

Dies zieht sofort nach sich, da8 fiir das Polynom ¢ = lem (9, E9) gilt
ShiftRep(q) = ShiftRep(d) (= ShiftRep(p)) (1.12)
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Da die Linge der Shift-Aquivalenzklassen durch die Bildung der Shift-Saturated
Extension nicht gedndert wird, gilt fiir alle i € {1,...,n}

L(d) = Is(d) +1 = lg(d) + 1 (=1,(dy)) (1.13)

Fiir die Bewertung der Punkte haben wir, dafl

my(i,7) = max{ms(i,j),ms(i — 1,7)}

Da ¢ Shift-Saturated Extension ist, gilt
me (i, j) = multq(d;)

und somit

mg(i, j) = multy(d;)

und
mult,(d;) = multy(d;) (= mult,(d;)) (1.14)

fir alle ¢ € {1,...,n}. Aus (1.12), (1.13) wissen wir, daB8 die Graphen von p
und ¢ gleichen Umriff haben. Ferner wissen wir aus (1.14), daBl gleiche maximale
Vielfachheiten in den Aquivalenklassen beider Polynome auftreten. Aus dem

Verfahren zur Bestimmung der Shift-Saturated Extension ist dann offensichtlich,
daB

ShiftSat(p) = ShiftSat(q)

Mit ShiftSat(q) = q ist die Aussage bewiesen. a

1.8.2 Berechnung der Shift-Saturated Form

In diesem Abschnitt beschreiben wir einen Algorithmus zur Bestimmung der Shift-
Saturated Form einer rationalen Funktion. Dabei wird nur der Wert der Dispersion
des Nenner-Polynoms benétigt und sonst keine weitere Information iiber die Shift-
Struktur des Polynoms.

Betrachten wir ein beliebiges Polynom p € K [z] mit ShiftRep(p) = {p1,...,Pn}-
Sei ShiftGraph(p) als Beispiel folgendermafien dargestellt.
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Sei ferner d = dis p. Wir suchen die Greatest-Factorial Factorization der Shift-
Saturated Extension von p in der Form

ShiftSat(p) = [a]Hg]? - - - [an]®
wobei k = d + 1. Wir berechnen zuerst das Polynom ¢.

Die Teiler von ¢ entsprechen den rechten Endpunkten der ldngsten
Aquivalenzklassen von p, die wir durch ged (p, E4p) berechnen kénnen. Da wir an
der maximalen auftretenden Vielfachheit jeden Teilers interessiert sind, betrachten
wir das Polynom

¢V = part(ged (p, E%p), p)

In dem Beispiel gilt k¥ = 6 und das Polynom ¢(" entspricht den ausgezeichneten
Endpunkten in folgender Abbildung.

1 2 1
r» o e—e—@
2

®
®
e ®
1 1 1
P o @

Das Polynom ¢ enthilt schon alle Primteiler von ¢,. Um die maximale
Multiplizitdt zu bestimmen, laufen wir schrittweise [gi]® riickwirts durch.

Wir berechnen zuerst den Anteil von E~'¢™ in p. Im nichsten Schritt
beriicksichtigen wir dann, ob dabei hohere Multiplizitdten als in ¢ aufgetreten
sind. Wir bestimmen also

¢ =lem (E7qW, part(E~'qW, p))
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In unserem Beispiel gilt ¢® = (E'pd)(E*p;) und die ,momentane® Shift-
Sattigung sieht folgendermaflen aus:

1 2 1
5 O—@—@

2 2
P4 ® ®

1 1 1
P @—@ ®

1 2 4 4
P2 ® ©®

1 1 1 1
D1 [ @

Durch dieses Verfahren erhalten wir nach k Iterationen das Polynom ¢*), das
alle Teiler mit der dazugehorigen maximalen Multiplizitédt enthélt. Es gilt also

g = EF1q®

In unserem Beispiel ist g5 = (E°py)(E®p3).

1 2 1
5 —e—@

2 2
Y2 @ ®

1 1 1
s @—@ o

4 4 4 4 4 4
P2 ® ) o @

1 1 1 1 1 1
il e—0—e—=e

Wir wenden das Verfahren iterativ auf das Polynom
/ p
P=—r
part([pe]¥, p)
mit der bekannten Tatsache an, dafl dis p’ < dis p.
Somit konnen wir die Shift-Saturated Extension des Polynoms berechnen. Dabei

werden hochstens k+ (kK —1)+---4+2+41 = k(k+ 1)/2 Berechnungen von Anteilen
benotigt.

Die Shift-Saturated Extension des als Beispiel angegebenen Polynoms sieht
folgendermaflen aus.
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2 2 2
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Wir geben jetzt den Algorithmus zu diesem Verfahren an.
Algorithmus 1.4 (Zur Berechnung der Shift-Saturated Extension)

Input: Polynom p € K [z]
Output: Polynome qi,...,q, € K [x] mit ShiftSat(p) = [q@:]*- - [q.]>
Berechne d < dis p
Wiederhole fiirk =d+1,d,...,1
Setze q « ged (p, E¥~1p)
Wiederhole firi =k, k—1,...,1
Setze q «— E~ part(q,p)
Setze q, — E*q

Setze p < p/part([g]*, p)
Gib q1,...,q441 als Ergebnis zurick

Aus der Shift-Saturated Extension des Nenner-Polynoms b € K[z]| einer
rationalen Funktion r» € K (z) mit normierter Darstellung r = a/b bekommt man
die Shift-Saturated Form r = /3 durch

Il
o

SallieV

B = ShiftSat(b) und o'

Nachdem wir in der Lage sind, die Shift-Saturated Form einer rationalen
Funktion zu bestimmen, ohne die Zerlegung des Nenner-Polynoms zu kennen,
werden wir im néchsten Abschnitt einige wichtige Anwendungen dieses Begriffs
vorstellen.

1.9 Struktur der L6sungen

Der Begrift der Shift-Saturated Form einer rationalen Funktion erméglicht uns,
Aussagen iiber das Problem der indefiniten Summation zu beweisen.
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Folgender wichtiger Satz beschreibt die Struktur der Losung von Problem (IRS)
, falls sie existiert. Er liefert gleichzeitig eine Methode, um eine solche Lésung zu
berechnen.

Satz 1.5 Seir € K (x) eine rationale Funktion mit reduzierter Darstellung r = a/b
fir a,b € K[x] und degb > 1. Sei s € K (x) eine rationale Funktion mit reduzierter
Darstellung s = ¢/d fir c,d € K[z]. Seien ferner

r=— und s =

&

die Shift-Saturated Form von r und s. s ist genau dann Losung der Gleichung

@ i
)

As=Fs—s=r

wenn folgende Aussagen gelten:

1. Fiir das Nenner-Polynom & der Shift-Saturated Form der Lisung s haben wir
§ = ged (B,E7')

2. Das Zdhler-Polynom ~y der Shift-Saturated Form der Losung s geniigt folgender
polynomialen Differenzengleichung:

_h
- ES

(dabei ist zu beachten, dafs deg (v) < deg (§) gelten mufs).

g

o (E’Y)—g"y

Beweis:

Wir nehmen an, da As = r. Dann gilt fiir  und s:

dEc — cEd
_a t-tg
r=y=A8s=—1my
t-to

wobei ¢t = ged (d, Ed), to = ged (t, (Ec)4 — ¢(£%)) und die rechte Seite der Gleichung
schon reduziert ist, also b = dEd/(t - to).

_ Zur Verdeutlichung nehmen wir jetzt an, dafl das Polynom d nur eine Shift-
Aquivalenzklasse besitzt, etwa ShiftRep(d) = {p}.

Betrachten wir jetzt die Shift-Struktur der Polynome d, Fd,t = ged (d, Ed) und
lem (d, Ed).
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Wobei m; > 0 die Vielfachheit von Ep als Teiler von d ist, m; := min{m;, m;;1}
und m; = max{m;, m;_1} mit my := my. Insbesondere soll gelten my > 0 und
my > 0. Datg| t gilt, wissen wir, dal die Endpunkte der Klasse in b erhalten bleiben.
Die Lénge der Shift-Klasse in b ist also gleich der Lénge der Klasse in lem (d, Ed).
Wenn wir zeigen konnten, dafl auch die maximale auftretende Vielfachheit nicht
verandert wird, hdtten wir gezeigt, dafl

B = ShiftSat(b) = ShiftSat(lem (d, Ed)) = lem (6, E0)

Dafiir betrachten wir die Knoten im Graphen von lcm (d, Ed), welche die
maximale Bewertung m := multy(p) besitzen. Sei also 0 < i < (I 4+ 1) so, daB
m; = m und ¢ ist maximal beziiglich dieser Eigenschaft.

Wir beweisen, dal E‘p™|b gilt. Falls i = 0 oder ¢ = (I + 1), dann tritt die
maximale Vielfachheit m schon in einem der Endpunkte der Klasse auf. Diese

Endpunkte werden aber durch die Division durch £y nicht beeinflufit und somit
bleibt die Vielfachheit in b unveréndert.

Falls andererseits 0 < i < (I + 1) gilt, dann konnen wir beobachten, daf
m;_1 =m und m; < m

gelten muB. Dies folgt aus der Definition von lem (d, Ed). Somit gilt aber auch
m;_1 = m; < m. Dies bedeutet, da} im Polynom d/t kein Teiler E‘p mehr auftritt,
aber wohl in Ed/t. Wir haben, daf§

- d Ed
E'p |-Ec—c—
pf s Be—c—
und somit E'p [ ty. Die Division von lcm (d, Ed) durch ¢, kann also die Vielfachheit
von E'p nicht vermindern. Das Polynom E‘p™ ist dann Teiler von b.
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Wir haben gezeigt, da 8 = lem (6, E) und somit
§=gcd (3, E7'p)

Die Eigenschaft 2 folgt aus
r=As

durch Einsetzen von r = o/ und s = 7/4.

Nehmen wir jetzt an, dafl beide Aussagen gelten. Aus den Aussagen 1 und 2
folgt direkt, daBl » = As. Nachdem ¢ berechnet werden kann, reicht es, beide Seiten
der Gleichung aus der Aussage 2

g p

o= (By) =2y

durch ( zu dividieren. O

Im letzten Beweis wurde folgende wichtige Tatsache verwendet, welche man sehr
leicht nachpriifen kann.

Bemerkung 1.6 Wenn das Problem (IRS) fir die rationale Funktion r eine
rationale Losung besitzt, dann zerfdllt das Nenner-Polynom von r in Shift-Klassen,
welche mindestens Linge Zwei besitzen.

Daraus folgt unmittelbar folgender Satz.

Satz 1.6 Sei r € K(z) eine rationale Funktion mit r = a/b als reduzierte
Darstellung. Sei ferner r = a/f die Shift-Saturated Form von r mit GFF(() =

[B1]L- - [Ba]2. Wenn gilt
deg 1 > 1, d.h. B #1

dann existiert keine rationale Funktion s € K (), die folgender Differenzengleichung
geniigt
As=r

Bemerkung 1.7 Der letzte Satz stellt eine Verschdrfung des Kriteriums fir die
Nicht-Existenz einer Lisung fir Problem (IRS) dar, das aus dem Korollar 1.2
hervorging.  Falls ndmlich dis b = 0 gilt, dann auch dis f = 0 und somit

B = [ﬁﬂl = (1. Dann gilt auch 3y # 1.



42 CHAPTER 1. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Alternativer Beweis zum Satz 1.5

Wir geben hier einen Beweis zum Satz 1.5, welcher die Information iiber den Knoten
mit maximaler Bewertung nicht benotigt.

Wir nehmen an, da As = r. Dann gilt fiir  und s:
OEy —~E§

o . TTo
5_&3_7@

TTo

wobei 7 = ged (6, BS) und 19 = ged (lem (8, E6), (E7)2 —~v(£%)) und die rechte Seite

T

r =

der Gleichung schon reduziert ist. Nennen wir 3 das Polynom lem (5, E6) /7. Dann
gilt, wegen der Eindeutigkeit der Shift-Saturated Form, dafl

B = ShiftSat(b) = ShiftSat(5)
Aus der Definition von 7y gilt insbesondere

) Eo

To | (Ev); —7(—) (1.15)

T

Wir zeigen, dafl ShiftSat(3) = ShiftSat(lem (6, E6)) gilt.

Sei jetzt ShiftRep(d) = ShiftRep(d) = {p1,...,pn} und m; die Vielfachheit von
p; in 6 fir alle ¢ = 1,...,n. Damit die Shift-Saturated Extension von lem (§, EJ)
durch die Division durch 7y beeinfluit wird, muf einer der folgenden Fille fiir ein
i€ {1,...,n} auftreten:

1. Die Linge der Shift-Klasse von p; in 3 ist kleiner als die der entsprechenden
Klasse in lem (8, E6). Es gilt also pi™ | 7o oder E'(Pp!

T0-

2. Die Vielfachheit von p; in 3 ist kleiner als die in lem (6, E6).

Zu 1: Wir wissen, daB das Polynom §/7 genau alle linken Endpunkte der
Aquivalenzklassen von d enthilt, und somit p}™ |§/7. Ferner enthilt Ed/7 genau
alle rechten Endpunkte von 0, und somit p;™ JEdé/7. Dies ergibt mit (1.15), dafl
pi|y. Wenn p!* | 19, dann haben wir also einen Widerspruch zur Definition von
7. Analog kann man sich iiberlegen, dafl auch E%“®)p™ | 15 zu einem Widerspruch
fiithrt.

Zu 2: Dies bedeutet, dal durch die Division durch 7y die Vielfachheit von jedem
Knoten in der Klasse von p; erniedrigt wird, also p;(Ep;)(E?p;) - - - (E“®)p;) | 7.

Wir haben schon gesehen, daf8 in §/7 bzw. in Ed/7 nur die linken bzw.
rechten Endpolynome jeder Aquivalenzklasse enthalten sind und somit p; | §/7 und
pi [ ES/T. Mit (1.15) bedeutet dies

ply



1.9. STRUKTUR DER LOSUNGEN 43

und somit Ep| Ey. Wenn Ep; noch kein rechter Endpunkt der Klasse ist, dann gilt
Ep fE§/7T und wir haben wieder mit (1.15)

Eply

Daraus folgt E?p| B~ und wir kénnen obige Beobachtung fortsetzen bis wir zum
rechten Endpunkt ankommen. Wir stellen somit fest, dafl

pi(Ep:)(Ep;) - -+ (E4P)=1p) |~

Wir hétten also eine Aquivalenzklasse von d in ihrer ganzen Lénge als Teiler von
vertreten. Dies steht offensichtlich in Widerspruch zur Definition der Shift-Saturated
Form einer rationalen Funktion, bei der keine iiberfliissige Sattigung durchgefiihrt
wird.

Wir haben gezeigt, daB die Graphen zu 3 und 3 gleichen UmriB und gleiche
auftretenden maximalen Vielfachheiten besitzen. Daraus folgt

B = ShiftSat(b) = ShiftSat(B) = lem (6, E9)

Ab dieser Stelle ist der Rest des Beweises zum Satz 1.5 zu verwenden.

1.9.1 Rationaler und nicht-rationaler Teil

Bis jetzt haben wir uns nur dafiir interessiert, eine genaue Losung des Problems der
indefiniten Summation anzugeben. Wenn r € IC(x) aber eine rationale Funktion
ist, die keine rationale Losung der indefiniten Summation besitzt, dann stellt sich
die natiirliche Frage, inwieweit die Funktion r folgendermafien darstellbar ist

T = Tsum + Tsum (1.16)

Dabei sollen 7y, und g, aus K (z) stammen und fiir die Funktion rg,,, soll
ein s € KC (x) existieren, fiir welches gilt

Toum = A S
wahrend fiir 7,,,, keine rationale Summation existieren soll.

Wir zerlegen die aufzusummierende Funktion r in einen rationalen
(aufsummierbaren) Teil und in einen Rest, der nicht aufsummierbar ist.

Es wird i. allg. verschiedene Funktionen 7, und 7., geben, die solch einer
Eigenschaft geniigen. Beispielsweise ist sowohl

1 _ L\ 4207+ 255" + 544a” 4 5222 + 236 + 60
v(z+3)2(z2+1) 450 (x +2)%(z + 1)22?
1 142 — 12z +5

150 22(2? + 1)
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als auch

1 1 322 + 6z + 2 1 224+3z+1

elr+3222+1) 9 zz+1)(=+2) 3(@+3)2(22+1)

Zerlegung der Form (1.16), denn beide Reste sind wegen Satz 1.6 nicht
aufsummierbar. Die unten vorgestellten Algorithmen von Paule, von Moenck und
von Abramow liefern aber eine Darstellung, die den Rest 7,,, minimieren.

In welchem Sinne der Rest minimal sein soll, wird durch folgende Definition
erlautert. Dieser Begriff stammt aus einer Arbeit von Abramow (s. [AT75]) und
spielt in den folgenden Betrachtungen eine wesentliche Rolle.

Definition 1.4 Seien r,t € K (z) rationale Funktionen. Wir sagen, daff t Bound
fiir r ist, falls es ein s € K (x) gibt, mit

r=As+t

und das Nenner-Polynom von t minimalen Grad im Bezug auf diese Figenschaft
besitzt.

Wie zu erwarten, ist auch in diesem Zusammenhang die Shift-Struktur der
rationalen Funktion von besonderer Bedeutung. Die oben angesprochenen Verfahren
von Paule, Moenck und Abramow liefern fiir jede rationale Funktion r eine Zerlegung
wie in (1.16), wobei dis Ty, = 0 gilt.

Wir kénnen also annehmen, dafl dis t = 0 gilt, falls ¢ Bound einer rationalen
Funktion r ist. Nehmen wir an, dal r = A s 4 ¢ fii ein s gilt und dafl ¢ Bound fiir
r ist. Wenn dis t > 0 gelten wiirde, kénnte man beispielsweise durch das Verfahren
von Paule eine Zerlegung t = A § 4 ¢ bestimmen, wobei das Nenner-Polynom von ¢
kleineren Grad als das von t besitzt und dis t = 0. Wir hiitten dann r = A (s+3)+¢,
im Widerspruch zur Minimalitdt des Bounds t.

Ferner zeigen wir, dal wenn dis r = 0 gilt, dann existiert keine Zerlegung wie in
(1.16) mit einem kleineren Rest als r. Dies wird in folgendem Satz ausgedriickt.

Satz 1.7 Seit € K (z) und dist = 0. Dann ist t Bound firt.

Beweis: Sei also t = t;/ty in reduzierter Darstellung mit dis to = 0. Ferner
sei £ € K (z) Bound fiir ¢+ mit reduzierter Darstellung ¢ = #,/f,. Dann existiert
eine rationale Funktion s € K (z) mit normierter Darstellung s = s1/sy mit der
Eigenschaft

t=As+t
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Wir zeigen, dal degt, = degts.
Es gilt

t . -1 -t
b pspi=tltSh
to f -t

wobei A s = e/f in reduzierter Darstellung ist.

Wir wissen, dal das Nenner-Polynom der reduzierten Darstellung der rechten
Seite der Gleichung berechnet wird durch

lem <£27 f)
ty = ——— 202
To

wobei 7y ein Teiler von 7 = ged (fo, f) ist. Aus 1.6 wissen wir auch, daB jede Shift-
Klasse von f mindestens Linge Zwei besitzt. Andererseits gilt insbesondere 7y |,
und somit dis 7y = 0. Das bedeutet, daBl jede Shift-Aquivalenzklasse in 7, genau ein
Polynom enthélt. Bei der Division durch 7y haben wir also nur die Moglichkeit, aus
jeder Klasse von lem (fy, f) hochstens ein Polynom zu entfernen. In der graphischen
Darstellung zu lem (2, f) heiit das, da8 in jeder Zeile mindestens zwei Knoten liegen
und dafl nur ein Knoten geléscht werden kann.

Das Ergebnis der Division hat ebenfalls Dispersion Null, und somit auch
nur einen Knoten auf jeder Zeile des Graphen. Daraus folgt, dafl jede Shift-
Aquivalenzklasse von lem (fs, f) genau zwei Polynome enthilt und eins davon durch
die Division immer geloscht wird. Zwangsldaufig gilt auch 7y = {5, denn sonst wiirde
eine Aquivalenzklasse mit zwei Polynomen entstehen.

Die graphische Darstellung der Shift-Struktur von lem (f,, f) sieht beispielweise
folgendermaflen aus

REE

Nach der Division durch 75 bekommen wir etwa
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I !

Aus dieser Beobachtung folgt, daf alle Primteiler p; von ¢, als Primteiler der
Form E¥ip; in t, auftreten. Wiederum besitzt t, nur solche Primteiler.

Wir zeigen im folgenden, daf solche Primteiler mit gleicher Haufigkeit auftreten.
Damit ware auch gezeigt, dafl degts = degts.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, da f nur in eine Aquivalenzklasse zerfillt,
beispielweise wie in der folgenden Abbildung.

Da e/f = A s gilt dhnlich wie oben

lem (sq, E's)
f= TR s
00
wobei 0 ein Teiler von o = ged (s2, E'sy) ist. Zuerst konnen wir beobachten, dafl
zwangsldufig in dem Polynom s, alle Knoten in der Zeile vorkommen. Das Polynom

s9 hat also folgende Form

Wenn wir ndmlich annehmen, in der Aquivalenzklasse wiirden einige Knoten
nicht auftreten, wie etwa in folgender Darstellung

o—o oo e

dann wiirden in f die ausgezeichneten Knoten enthalten sein, da sie nicht in
gcd (g, Ese) liegen, aber wohl in lem (s9, E'sy). Das wire ein Widerspruch zur
Tatsache, dafl in f nur die Endpunkte einer Klasse enthalten sind.

Bezeichnen wir mit hg, by ..., h, € N die (positiven) auftretenden Vielfachheiten
der Teiler pyi, Epy,...,E™p; in einer Shift-Klasse von s,.  Verfolgen wir die
Multiplizitit von Eip, fiir i = 2,...,n durch die Berechnungen.
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Fiir lcm (s9, Esy) haben wir fiir E'p; die Vielfachheit I; = max{h; 1,h;}. In
ged (s2, Esy) haben wir g; = min{h;_1,h;}. Da in oy das Polynom E‘p; hochstens
die Vielfachheit g; besitzt und im Ergebnis diese gleich Null sein soll, haben wir

0>1l; — g; = max{h;_1, h;} —min{h;_y, h;}

_ Daraus folgt direkt h;_; = h;. Somit haben alle Primteiler aus einer Shift-
Aquivalenzklasse von sy gleiche Multiplizitét.

Insbesondere gilt also hg = hy,. Dies zeigt, dafl die als Endpunkte der Shift-
Klassen von f auftretenden Polynome gleiche Vielfachheit besitzen. Die Uberlegung
kann direkt auf Polynome iibertragen werden, die mehrere Shift-Klassen besitzen.

Somit gilt die Behauptung. O

Die Aussage dieses Satzes wird von Abramow (s. [A75]) als Korollar angegeben
und nicht bewiesen.

Aus dem Beweis des letzten Satzes folgt eine wichtige Aussage, die wir im
folgenden Satz darstellen.

Satz 1.8 Sei f € K (x) eine rationale Funktion. Seien ferner t und t Bound fiir f.
Wenn fiir die normierte Darstellung von t gilt

p(il ... pfln
fir irreduzible Polynome py,...,p, € K [x], dann existieren ky, ..., k, € Z so, daf
P g
(EMpit) - (BFpi)
Beweis: Ist im Beweis zum Satz 1.7 enthalten. O

Aus dem Satz 1.7 folgt, dal die Suche nach einem minimalen Rest in einer
Zerlegung der Form (1.16) der Suche nach einem Rest mit Dispersion Null entspricht.
Diesen Sachverhalt fassen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz 1.9 Seien r,s,t € K (z) rationale Funktionen mit der Figenschaft
r=As+t

Dann ist t genau dann Bound fir r, wenn dis t = 0.
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Beweis: Wenn t Bound fiir r ist, dann gilt dis t = 0. Dies folgt aus den in den
néchsten Kapiteln vorgestellten Algorithmen. Falls dis t > 0 gelten wiirde, wéren
diese Algorithmen in der Lage, eine Zerlegung der Form (1.16)

t = tsum + Esum

mit dis teym = 0 und deg tom < degt zu bestimmen. Das wiire ein Widerspruch zur
Annahme, dafl ¢ Bound fiir r ist.

Falls dis t = 0, nehmen wir an, ¢y € K (z) wire Bound fiir r mit kleinerem Grad
im Nenner-Polynom als ¢. Dann hétten wir

r=A So + o
fiir ein so € K (x) und somit

t:A(SO—S)—f—tO
Dies wére ein Widerspruch zum Satz 1.7. O

Das gestellte Problem (IRS) kann somit folgendermafien erweitert werden.

Problem 1.2 (IRSB) Gegeben sei eine rationale Funktion f € IC(x). Bestimme
rund t aus IC(x) so, daf8 gilt
Ar+t=f (1.17)

und t st Bound fir f, d.h. dist = 0.

Beispiel: Betrachten wir die rationale Funktion f € Q(x), gegeben durch
folgende reduzierte Darstellung

_h :

f

o, 7 3
J2 x3+§x2+x—§

Es gilt ShiftSat(f2) = [z — 1/2]4z + 3]2. Wegen des Satzes 1.6 besitzt die
Gleichung
Ag=f

keine rationale Losung g. Andererseits iiberpriift man leicht, dafl
f=Ar+t

fir folgende r und ¢ gilt, wie etwa durch den Algorithmus von Abramow [75]
berechnet wird.

2 1 1

_71'_ J—

-3 t = 3
24+ 3x 42’ 9 | O 3

r+-r— =
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Dabei gilt dis t = dis (x — 1/2)(x + 3) = 0 und somit ist ¢ Bound fir f. Wir
haben also

2 1

A_l T _ _gx_l —|—A_1 g
7 3 2 5 3
3, 0 2 9 4 3r+2 2, 9.9
.:1:+23: +x 5 x—|—2:z: 2

1.9.2 Die Polygamma-Funktion

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daf fiir einige rationalen Funktionen das
Problem der indefiniten Summation keine rationale Losung besitzt. Fiir solche
Funktionen geben wir hier eine nicht-rationale Losung der indefiniten Summation an,
die auf die Polygamma-Funktion basiert. Diese Darstellung wurde von Moenck
(s. [Mo]) vorgestellt.

Wir benétigen dazu die Gamma-Funktion I'(z). Diese ist eine
Verallgemeinerung auf komplexe Zahlen der Fakultétsfunktion, welche fiir ®(z) > 0
folgendermaflen definiert werden kann

(z) = /O Tt gy (1.18)

Man priift leicht nach, dal die Gamma-Funktion folgender Gleichung geniigt
['(z+1) =al'(2) (1.19)

und I'(1) = I'(2) = 1. Somit gilt I'(z) = (z — 1)! fur alle nichtnegativen ganzen
Zahlen z.

Mit Hilfe der Gamma-Funktion definieren wir ferner die Polygamma-Funktion
Y, fiir m positive ganze Zahl durch

m

Fiir unsere Zwecke ist das Verhalten der Polygamma-Funktionen beziiglich des
Differenzenoperators A wichtig. Wir haben

dm dm ['(z+2
Atp(z) = T Alogl'(z+1) = T log FEx m 1;
dm damt 1
= g BT = g

(=)™t (m —1)!
(x+1)m
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Fir die Beziehung (I'(x 4+ 2)/I'(x + 1)) = = + 1 wurde die Gleichung (1.19)
verwendet.  Die letzte Gleichung verwenden wir zur Losung der indefiniten
Summation von rationalen Funktionen der Form a/(z — b)™ fiir komplexe a und
b. Es gilt

a (=p)m!

A~ R :a<m_1)!¢m(x—b— 1) (1.20)

Betrachten wir jetzt das Problem der indefiniten Summation fiir eine rationale
Funktion f € K (z). Wir wissen aus fritheren Uberlegungen, dafi Algorithmen uns
folgende Zerlegung liefern

f=As+t (1.21)

wobei s, t € K (x) rationale Funktionen sind und dis t = 0. Wenn ¢t = ¢;/t, die
reduzierte Darstellung von ¢ ist, dann zerfillt ¢5 tiber einer geeigneten algebraischen
Erweiterung £ des Grundkérpers . Wir haben also

toy = (x _ 61)3'1 .. ($ _ ﬁn)jn

fiir Bi,...,Bn € L und Jise s dn positive
ganze Zahlen. Durch Partialbruchzerlegung bekommen wir folgende Darstellung
fiir ¢

J
mit «;; ebenfalls aus £. Mit Hilfe von (1.20) haben wir fiir die indefinite Summation
der rationalen Funktion f insgesamt

A fos4 Y z”“’j(‘ll);!zpm(x—ﬁi—l)

i=1 j=1 (-

Dabei ist es sehr wichtig, dafl das Polynom t, in Linearfaktoren zerfallt. Das ist
natiirlich von der Seite der Implementierung ein schwieriges Hindernis.



Chapter 2

Der Algorithmus von Abramow
[71]

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus vorgestellt, der von Abramow stammt (s.
[AT71]). Dieses Verfahren liefert eine rationale Losung des Problems (IRS) , falls eine
solche existiert.

Auch diese Methode fithrt die Bestimmung der indefiniten Summation einer
rationalen Funktion i. w. auf die Losung einer Differenzengleichung einer dhnlichen
Form wie im Algorithmus von Gosper zuriick. Andererseits werden wir unten
feststellen, daf§ der Weg zur Aufstellung dieser Gleichung deutlich verschieden von
dem von Gosper ist.

Ferner ist es beim Algorithmus von Abramow sehr leicht, eine Gradschranke fiir
das Losungspolynom der Differenzengleichung zu bestimmen.

In den néchsten Abschnitten werden wir das Verfahren beschreiben und als
Algorithmus darstellen. Dabei werden wir die Zusammenhénge deutlich machen,
die in Bezug auf die eingefiihrten Begriffe der Shift-Saturated Extension und
Form bestehen. Im letzten Abschnitt werden einige Aspekte der vorgenommenen
Implementierung im Computer-Algebra-System Axiom besprochen.

2.1 Das Verfahren

Nehmen wir an, daB fiir die rationalen Funktionen g, f € K (x) mit reduzierten
Darstellungen
g= el und f= ﬁ
92 J2
folgende Gleichung gilt
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Die Funktion ¢ soll also Losung des Problems (IRS) fir f sein.

Bestimmen wir zuerst das Polynom go € K [x]. Sei a = dis f > 0 und betrachten
wir die Summe

a—1 o «@

i a 92E%g1 — g1 E%go
Y Ef=E%9—g= o
i=0 ga L™ g2

Aus Satz 1.1 wissen wir, dal dis ¢ = a—1, also sind E“g, und g5 teilerfremd und
somit ist die rechte Seite der Gleichung bereits reduziert. Wenn wir eine reduzierte
Darstellung berechnen

a—1
S i
P
i=0
dann gilt t = g2 E“g, bis auf einen konstanten Faktor. Betrachten wir die graphische
Darstellung der Shift-Struktur des Polynoms g, £%g>. Da g und E®gs teilerfremd
sind, entsteht der gewiinschte Graph einfach aus dem Aufeinanderlegen des Graphen

von go und desselben, um « Spalten versetzt. Wir haben fiir g, £“g, etwa folgende
Form

oo

)]
I

wobei die Punkten aus dem Beitrag von E“g, ausgezeichnet wurden.

Aus der Struktur des Graphen sieht man sofort, daf§ der Graph zu E%gy durch
ged (g2 E®go, E*(goE“g2)) zu bestimmen ist, denn dadurch werden nur die letzten
a Spalten erhalten. Damit ist klar, dafl die Bestimmung von ¢go = t/E%g, der
Bestimmung des Zéhlers einer reduzierten Darstellung von t/E“t entspricht, wie
das Verfahren vorsieht.

Aus
b9
Eot EQO‘gQ

kénnen wir ndmlich g, bestimmen, da die rechte Seite der Gleichung schon reduziert
ist.

Wenn wir g, berechnet haben, kann g; durch die Losung folgender Differenzen-
Gleichung bestimmt werden, die direkt aus A g = f folgt:

@Eg — g Ego = fg2E99 (2.1)
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Diese Gleichung entspricht einem linearen Gleichungssystem mit den
Koeffizienten von ¢; als Unbekannten. Falls dieses lineare Gleichungssystem keine
Losung besitzt, dann existiert keine rationale Funktion g als Losung der indefiniten
Summation fiir f.

Wenn wir die oben beschriebenen Uberlegungen mit Hilfe des Begriffs der Shift-
Saturated Extension nochmals ausdriicken, dann stellen wir fest, dafl diese Methode
dem Inhalt vom Satz 1.5 entspricht.

Betrachten wir die Shift-Saturated Form

f= ; und g = %
der rationalen Funktionen f und g. Sei  beispielweise folgendermaflien dargestellt.
oo
o—o
o—o
o—o I

Aus #hnlichen Uberlegungen wie im Beweis zum Satz 1.5 und aus Lemma 1.3
wissen wir, dafl die Rechte Seite der Gleichung

B Ep
lem (8, EB)
mit B = ged (3, E3) bereits eine Shift-Saturated Form der rationalen Funktion ist.

Ef+f=

Wenn dann
s

a—1 )
E'f=-
SR
in reduzierter Darstellung ist, dann folgt daraus, dafl

ShiftSat(t) = lem (B, EB, ..., E*'B)

In unserem Beispiel gilt o = dis f = 4 und fiir die Shift-Saturated Extension
von t bekommen wir folgende graphische Darstellung.

_.
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Da (3 schon Shift-Saturated Extension ist, ist ShiftSat(t) schon durch die
rechten und die linken Endpunkten jeder Zeile des obigen Graphen (also jeder Shift-
Aquivalenzklasse) eindeutig bestimmt. Diese Punkte sind in der letzten Abbildung
ausgezeichnet. Diese Information kann auch nur aus 8 und %13 gewonnen werden,
denn wir haben

ShiftSat(g2E%gy) = lem (8, EB, ..., E“'8) = ShiftSat(lem (6, E°7'3))
Aus der Tatsache, daf go und Egs teilerfremd sind, und dafl dis go = a—1 folgt,

daB der Graph von ShiftSat(E®g;) einfach aus dem Graphen von ShiftSat(gaE®gs)
durch Loschen der ersten o Spalten entsteht.

Dies zieht nach sich

E% = ShiftSat(Eg,)
= ged (ShiftSat(t), E*ShiftSat(t))
= gcd (ShiftSat(lem (3, E“7'B3)), ShiftSat(lem (E“3, E**~'3)))
— ged (B°5, %)

und somit

0 = ged (E7'3, )

Diese Berechnungsvorschrift fiir 0 entspricht aber genau dem Satz 1.5. Auch die
aufgebaute Differenzengleichung entspricht direkt der Gleichung im Satz 1.5, wenn
man sie mit Hilfe der Shift-Saturated Form ausdriickt.

2.2 Gradschranke

Im letzten Abschnitt wurde das Polynom gy € K [x] berechnet. Um eine Losung des
Problems (IRS) in der Form g = ¢; /g2 zu bestimmen, soll die Differenzengleichung
(2.1) untersucht werden. Dafiir ist eine Gradschranke fiir das gesuchte Polynom ¢,
anzugeben.
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Nehmen wir jetzt an, wir héatten g; schon bestimmt. Es gelte also

g = a, "+ ...+ ag
g2 = bm$m++b0

mit a,, # 0,n > 0, und ferner fiir p = fg2Fgo

92Eg1 — g1Egs =p (2.2)

Wir wissen, daf der (n + m)-te Koeffizient der linken Seite Null ist. Wegen

i—0 j=0 \J i—j \J

kann man leicht nachrechnen, dafl der (n + m — 1)-te Koeffizient der linken Seite
von (2.2) den Wert

bm(an—l + nan) + bm—lafn - an(bm—l + mbm) - an—lbm = (TL - m)anbm

annimmt. Es gibt also nur zwei Moglichkeiten:

1. m # n. Das bedeutet, da degp =n +m — 1, also daBB n = deg (p) — m + 1.

2. m = n. In diesem Falle mufl degp < n + m — 1 gelten.

In der Tat gilt aber, dal nur die erste Moglichkeit beriicksichtigt werden soll.
Denn nehmen wir an, g = ¢;/g» sei eine Losung der Gleichung (2.1) und es gelte
deg g1 = deg go. Dann konnen wir g; darstellen als

g1 =¢"g2+T
mit ¢ € K und degr < deg go. Wenn wir in (2.1) einsetzen, erhalten wir

p = @B -g+r)—(c-g+71)Eg
= c-golgy+ gEr —c-gEgy —rEgs
= g FEr—rEkg,.

Somit ist auch 7 eine Losung fiir (2.1). Wir konnen also den Grad n des gesuchten
Polynoms ¢; nicht nur abschétzen, sondern genau angeben.
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2.3 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt beschreiben wir einen Algorithmus, der das Problem (IRS) 16st.

Als Eingabe verlangt der Algorithmus eine rationale Funktion f € K (z), gegeben
durch eine reduzierte Darstellung f;/fs. Als Ausgabe liefert der Algorithmus die
Aussage, ob eine rationale Funktion g = ¢1/¢> aus K (x) existiert, fiir die gilt

Ag=FEg—g=f.

Der Algorithmus berechnet auch ein solches g, falls es existiert.
Algorithmus 2.1 ( Zur Lésung der indefiniten Summation)

Input: f € K (x).
Output: g € K (x) so, daff A g = f, falls g existiert.
Berechne h «— disf
Falls h =0, dann
Gib , Y f(x) 0x enthdlt keine rationale Funktion® aus
Berechne t « denom (E° + E+ ...+ E"1) f
Berechne gy + numer t/E"t
Berechne g1 aus g2FEg1 — g1Eg2 = fgaEgs
Falls g1 nicht existiert, dann
Gib , Y f(x) 0x enthdlt keine rationale Funktion® aus
Gib g = g1/ g2 als Ergebnis zuriick

Dabei sind die aufwendigsten Operationen die Berechnung von dis f und die
Losung der Differenzengleichung.

2.4 Beispiele

Wir wenden jetzt den Algorithmus auf einige Beispiele an, wobei die Berechnungen
mit Hilfe des Computer-Algebra Systems Axiom durchgefiihrt wurden.

Fiir £ = Q betrachten wir die rationale Funktion f € K (x) gegeben durch die
reduzierte Darstellung

_h —x2—-3x -3

f_f2:x4+2933—3:v2—4x+2
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Dann gilt

R€S(f2, Ehfg) =
R — 36RM + 470K — 2772h1° + 7409R% — 820815 + 3136h*

Daraus folgt
dis f =1

Der néchste Schritt im Algorithmus liefert
t = denom f = z* + 22% — 322 — 4z + 2

und damit )
t e —2
go = numer — = numer

2
S R
bt 2idz+2 ¢

Beim Aufstellen der Gleichung (2.1) bemerken wir, dafi p = —2% — 3z — 3. Wir
kénnen also annehmen, dafl deg g1 = 1 und erhalten fiir g1 = ax + b die Gleichung

—ar® — (a+2b)xr — (2a +b) = —2* — 3x — 3

die fiir die Werte @ = 1 und b = 1 erfiillt ist. Damit haben wir das gewiinschte
Polynom ¢; gefunden:
g =x+1

und somit die Losung des Problems

z+1
2 —2

g:

Man kann in der Tat leicht nachpriifen, dafi Ag = f
Betrachten wir in K (z) fiir £ = Q(n) die Funktion

1
22+ n?2—3x+3n—2nx +2

f=

Wir mochten einen rationalen Ausdruck fiir

bestimmen. Wie gewohnt, berechnen wir zuerst dis f. Mit fo = 22 +n*— 3z +3n —
2nx + 2 haben wir
RGS(fQ, Efz) = h2<h2 — 1)

und
dis f =1
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Das ergibt
t =denom f =2 +n?—3x+3n —2nx + 2
und
t rT—n—2
go = nuUImer —- = numer =r—n-—2
xT—n
und p = 1.

Somit ist deg g3 = 0. Dies liefert g; = —1.

Die rationale Funktion ]

g:_a:—n—2

erfiilllt dann die Gleichung Ag = f und wir kénnen schreiben

n

n
) — 1) — a(0) =
> 70) = gln+1) = 9(0) = i
Betrachten wir in Q(z) die Funktion
2
/= x(z +2)
Wieder méchten wir einen rationalen Ausdruck fiir
> f)
i=1
bestimmen. In diesem Falle ist offensichtlich, dafl
dis f =2
Das ergibt
t = denom (f + Ef) =
422 + 122+ 6
erom z(r+2)(x +1)(z + 3) wz+ D@ +2)(@+3)
und
t
= numer ——
g2 2
1 2 3
= numer 2z + Dz +2)(@+3) =xz(r+1)

(x+2)(x+3)(x+4)(x+5)

Damit gilt p = 222 + 4 + 2 also degg; = 1. Als Losung der Gleichung (2.1)
erhalten wir
g =—2x—1
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Die rationale Funktion
20+ 1

224+

erfiillt dann die Gleichung Ag = f und wir haben den gesuchten Ausdruck

g:

> 10) = g+ 1)~ 9(0) = 5 RS

2.5 Die Implementierung

Der oben beschriebene Algorithmus von Abramow wurde im System Axiom
implementiert. Es wurde ein Package definiert, genannt AbramowSum oder ASUM,
das folgende Funktion enthélt

abrsumrat

Diese Funktion nimmt als Parameter multivariate rationale Funktionen an, wobei
die Variable angegeben werden muf}; nach welcher aufsummiert werden soll.

Das FErgebnis ist dann eine rationale Funktion, die Losung der indefiniten
Summation ist, oder die Meldung “failed”, falls keine solche Losung existiert.

Beispiel: Wir berechnen die indefinite Summation fiir das oben angegebene
Beispiel
1
22 +n? —3x+3n —2nx + 2

f=

Das geschieht durch folgende Aufrufe im System
f:FRAC SMP(FRAC INT, SYMBOL) = 1/ (x**2+n**2-3*%x+3*n-2*n*x+2)

1
24+ (—2n—-3)z+n’>+3n+2

(1)

Type: FRAC SMP(FRAC INT, SYMBOL)
abrsumrat (f,x)

1
r—n—2

(2) -

Type: Union (“failed”, FRAC SMP(FRAC INT, SYMBOL))

Fir die Losung g; der Differenzengleichung wurde eine rekursive Methode
implementiert, die von Abramow vorgeschlagen wird.

Wir verwenden wieder die Notation aus dem Abschnitt iiber die Gradschranke
fiir g;. Nach der Berechnung von g bestimmen wir den Grad n des Polynoms
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g1. Aus den fritheren Uberlegungen kénnen wir den Leitkoeffizienten a,, berechnen

durch
<xm+n— 1 >p

in = (n —m)by,

denn wir kénnen annehmen, daf§ n # m. Wenn wir g; darstellen als
g1 = a,z" + g,
mit deg g) < n, dann bekommen wir aus der Gleichung (2.2) die neue Gleichung
G@FEg, — g1Egy = p — an(x +1)"ga + anz" Fgs.

Sei p’ das Polynom in der rechten Seite, dann gilt deg p’ < degp. Wir haben wieder
eine Gleichung der Form (2.1) und kénnen somit rekursiv vorgehen. Die Losung
der Gleichung fiir g; konstant aus dem Korper erfolgt direkt. An dieser Stelle kann
man auch feststellen, ob ein solches g; als Losung von (2.1) existiert (aq sollte eine
Konstante aus dem Korper sein).
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Der Algorithmus von Gosper

In diesem Kapitel wird der Algorithmus von Gosper (s. [Go|) kurz vorgestellt,
der eine rationale Losung der indefiniten Summation fiir eine beliebige rationale
Funktion liefert, falls diese existiert. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung des
Algorithmus weisen wir auf [Gol, [Pe2] und [Ho| hin.

Das Verfahren ist allgemein auf hypergeometrische Funktionen f anwendbar,
denn es wird nur f/E~!f als rational vorausgesetzt. Dabei spielt eine besondere
Darstellung dieser rationalen Funktion eine wichtige Rolle. Diese eindeutige
Zerlegung wird im n#chsten Abschnitt erldutert.

Aus der Betrachtung von f/FE~!f werden wir dann das Problem auf die Lésung
einer polynomialen Differenzengleichung (der sogenannten key-equation) und
somit auf die Losung eines linearen Gleichungssystems mit polynomialen Eintrigen
zuriickfiithren.

Wir werden feststellen, dal diese Methode in engem Zusammenhang mit der
Aussage des Satzes 1.5 steht.

3.1 Das Verfahren

Sei h € K (x) eine rationale Funktion. Wir suchen s € K (z) so, dafl
As=FEs—s=h (3.1)

gilt. Wir betrachten zuerst die rationale Funktion

h —ﬁelC(x)

I=Fm= 4




62 CHAPTER 3. DER ALGORITHMUS VON GOSPER

wobei f1/fs reduziert ist. Wir berechnen eine Gosper-Zerlegung von f. Diese
besondere Darstellung hat die Form

P

(3.2)

= IR

E-'p

wobei gelten soll:

1. p,q und r sind Polynome aus K [z].

2. g und r sind shift-free, d.h. fiir alle nichtnegativen ganzzahligen Werte von
J gilt ged (q, E7r) = 1.

Solch eine Zerlegung kann berechnet werden. Weiter unten geben wir eine

Methode zur Berechnung an.

Wenn wir ferner annehmen, da§ ged (p,r) = 1 und ged (E7'p,q) = 1, dann ist
diese Zerlegung bis auf konstante Faktoren eindeutig (s. [Pe2]).

Gosper beweist, dafl die Losung der indefiniten Summation s folgende Form
besitzt:

q -1 -1
5= g (B (ET) (3.3)

Das Polynom ¢ € K [z] ist dabei eine Losung der Gleichung
p=(Eq)t —r(E't) (3.4)
die auch key-equation genannt wird.

Das Verfahren berechnet also zuerst die Komponenten p, ¢ und r der Gosper-
Zerlegung der Funktion h/E~'h und 16st dann die key-equation (3.4) nach dem
Polynom ¢. Die indefinite Summation der Funktion A ist genau dann rational, wenn
solch ein Polynom ¢ existiert.

Betrachten wir jetzt das Verfahren mit Hilfe der eingefiihrten Begriffe iiber die
Shift-Struktur von Polynomen.

Sei also die Shift-Saturated Form der Funktionen h und s gegeben als

h = g und 5= %
dann gilt
E-13
h « E-p o« W
E-'h  Ela 3  Ela B
Do

wobei By = ged (B, E713). Stellen wir die Shift-Struktur des Polynoms [ zur
Veranschaulichung folgendermafien dar.
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In dem Graphen wurden die Punkte, welche zu E~!3 gehoren, durch Quadrate
ausgezeichnet. Der Durchschnitt beider Graphen ergibt dann den Graphen zu .

Wenm also § = [B[{h]2- - - [6,]2, dann gilt

-1
ﬁzﬁlﬁQ"'ﬁn und b ﬁ:

5, 5, (B B)(E7"F2) -+ (E7"Bn)

In 3/, sind alle rechten Endpunkte enthalten, wihrend in E~'3/3, die linken
Endpunkte auftreten. Es ist dann offensichtlich, dal durch Verschieben des Graphen
zu 3/ nie gemeinsame Punkte mit £~!3/3, auftreten kénnen. Somit gilt

E8 .8
5 C

fiir alle nichtnegativen ganzzahligen k.

ged ( ) =1

Daraus folgt, dafl durch

E-1p3

p=aq, q= und r g
Bo

B

eine Gosper-Zerlegung von f berechnet wird. Wenn wir in (3.3) einsetzen, dann
erhalten wir

E~'t
Do
Die rechte Seite der Gleichung ist schon in Shift-Saturated Form, da (3, schon

Shift-Saturated Extension ist. Dies bedeutet, dal v = E~ 't und § = (3, =
ged (B3, E71(3), wie im Satz 1.5.

1 E-'8

= % Ea (E"'h)(E~'t) =

S

Die key-equation hat dann die Form

_ By By B B
a—E—BOt—%Elt—E(SEV 57

Der Algorithmus von Gosper liefert also die Losung s der indefiniten Summation
in gleicher Form wie im Satz 1.5 angegeben.
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Es ist interessant zu bemerken, da die Aufstellung der key-equation (3.4)
yexperimentell“ erfolgt ist. Gosper hat zahlreiche Beispiele mit Hilfe des Computer-
Algebra Systems MACSYMA berechnet und ist dadurch auf diese Vermutung
gekommen. Fiir eine ausfithrliche Ableitung der key-equation weisen wir auf Paule
(s. [Pa91, Ho]) hin.

3.2 Gradschranke

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl durch die Methode von Gosper das
Problem der indefiniten Summation auf die Bestimmung der Gosper-Zerlegung (3.2)
und die Losung der Gleichung (3.4) reduziert wurde.

Eine Methode zur Losung der Differenzengleichung basiert
auf Koeffizientenvergleich. Dafiir ist eine Schranke fiir den Grad des gesuchten
Polynoms notwendig. Wir geben hier eine solche Gradschranke an, ohne sie ndher
zu erldutern, da eine genauere Betrachtung in der angegebenen Literatur zu finden
ist.

Seien dy = deg (Eq —r), dy = deg (Eq + r) und

= 1)(Bq 1)
(@) (Bq+ 1)

dann gilt fiir die Gradschranke d des gesuchten Polynoms t:

dy = 2

deg (p) —dy , fallsd; > dy
d =1 max(dy,deg (p) —da+1) , fallsdy <dy und dy ganzzahlig
deg (p) —dy+1 , sonst

Fiir eine Verbesserung dieser Schranke im Falle von rationalen Funktionen siehe
auch [LPS].

3.3 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir das Verfahren von Gosper als Algorithmus dar.

Als Eingabe wird eine rationale Funktion f € K (x) verlangt. Falls es
eine rationale Losung der indefiniten Summation fiir f gibt, dann berechnet der
Algorithmus solch ein g € K () so, da8

Ag=f

Falls kein solches g existiert, liefert der Algorithmus eine entsprechende Meldung.
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Algorithmus 3.1 (Zur Lésung der indefiniten Summation)

Input: f € ().
Output: g € K (x) so, daff A g = f, falls g existiert.
Berechne eine Gosper-Zerlequng p,q,r fir f/E~1f.
Berechne t aus p= (Eq)t — r(E~'t).
Falls t nicht existiert
dann gib 3" f(x) 0z enthdlt keine rationale Funktion® aus.
Gib q(EYf)(E~'t)/(E~'p) als Lisung zuriick.

3.4 Beispiele

Wir wenden jetzt den Algorithmus von Gosper auf einige rationale Funktionen an.

Betrachten wir die rationale Funktion h = hy/hy € Q(z) gegeben durch

. —x?—3x—3
ot 4223 — 3232 —4x + 2

Da hy = (22 — 2)(2% + 22 — 1) die vollstéindige Zerlegung von h, iiber Q ist, gilt
auch

ShiftSat(hy) = [#* + 22 — 1]2

und somit ist
ho —22—3x—3
B 22422 —1]2

die Shift-Saturated Form von h. Daraus kénnen wir nach den fritheren Uberlegungen
eine Gosper-Zerlegung von h

p q
h = =
E-lpr
berechnen durch
E'fl
p=a=-1>-31x-3, q= ﬂ:x2—2x—1
Bo
und 5
r=1=2>+2r—-1
Bo

wobei 3y = ged (8, E713) = 22 — 2.
Zu 16sen ist die Gleichung (3.4) nach ¢. Es gilt

di =deg(Eq—r1)=1 und dy = deg (Eq+1) =2
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Mit dy = 2 haben wir also fiir die Gradschranke d des gesuchten Polynoms ¢
d = max(do, deg (p) — d2 + 1) = max(2,—1) = 2

Wir kénnen jetzt durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung (3.4) das
Polynom ¢ bestimmen. Wir setzen etwa

t =ty + t1x + tox?
in (3.4) ein und bekommen eine Losung

t=2+z

Fiir die Losung s € Q(x) der indefiniten Summation erhalten wir somit

q r+1

_ -1 1y _

S

Man kann leicht nachpriifen, dal A s = h.

Betrachten wir jetzt folgende Funktion h € Q(z)
h —3z—5

b, B D9, T8, T T

S T S TR TE

Die Shift-Saturated Form von A sieht dann folgendermafien aus

B (—=3x —5)(z + ;)

da hy = (z + 1/3)(x + 4/3)*(x + 7/3)? gilt. Fiir die Gosper-Zerlegung von h haben
wir dann
1 2., o
p:(—3x—5)($+§)a q:(x—g) und T:(x‘i‘g)

und wir kénnen wieder die key-equation des Gosper-Algorithmus aufstellen. Fiir die
Gradschranke bekommen wir d = 4, denn

di=deg(Eq—r)=1, dy=deg(Eq+71)=2 und dyg =4

Durch einsetzen in die key-equation wird als Losung folgendes Polynom berechnet

t +4
=X —
3

Wir konnen also schreiben
27

A-1p 1 —1 -1 —
s=A"h= (EZIED = 5o @3 1 1)

E-1p




Chapter 4

Der Algorithmus von Abramow
[75]

Hier wird ein weiterer Algorithmus beschrieben, der von Abramow (s. [A75])
vorgestellt wurde. Dieser Algorithmus 16st das Problem (IRSB) fiir rationale
Funktionen f € KC(z), d.h. er bestimmt rationale Funktionen s und ¢ aus K (z)
mit der Eigenschaft

f=As+t

und ¢ ist Bound fiir f.
Durch die Verwendung der Shift-Saturated Form der rationalen Funktion und

der graphischen Darstellung ihrer Shift-Struktur ist es moglich, eine anschauliche
Begriindung fiir das Verfahren anzugeben.

Abramow fiihrt den Begriff Bound ein, um eine gewisse Minimalitit des Restes
zu fordern. Andererseit zeigt sich, dafl in einigen Féllen das Nenner-Polynom des
berechneten rationalen Teils s auffillig hohe Werte annimmt.

Wir erweitern den Algorithmus durch eine Beobachtung, um ein solches
Verhalten zu vermeiden.

4.1 Das Verfahren

Sei f € K (z) eine gegebene rationale Funktion. Wir 16sen das Problem (IRSB) fiir
f, d.h. wir finden eine Zerlegung

f=As+t (4.1)

wobei s und t rationale Funktionen aus K (x) sind und ¢ ist Bound fiir f. Wie wir
aus dem Satz 1.9 wissen, entspricht dies der Bestimmung einer solchen Zerlegung
mit dis t = 0.
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Wir gehen iterativ vor und bestimmen zuerst eine Zerlegung der Form
f=Au+r (4.2)
wobei u und r rationale Funktionen aus K (x) sind und dis r < dis f oder r = 0.

Zur Veranschaulichung nehmen wir ferner an, fiir die reduzierte Darstellung
f = p/q der rationalen Funktion wére die Shift-Struktur von ¢ bekannt. Sei also
ShiftGraph(q) beispielsweise gegeben durch

*—0

a—

Um durch eine Zerlegung eine kleinere Dispersion zu bekommen betrachten wir
die rechten Endpunkte der Shift-Klasse maximaler Lange in ShiftGraph(q). In
unserem Beispiel sind diese die ausgezeichneten Punkte in folgender Abbildung.

0

.

Der Beitrag v dieser Punkte zum Polynom ¢ kann berechnet werden. Dazu
benétigen wir den Wert der Dispersion von ¢, etwa k = dis q. Somit erhalten wir
eine Zerlegung ¢ = v - w mit

v=part(ged(E*q,q),q) und  w=-=

Da offensichtlich v und w teilerfremd sind, existieren Polynome a und b aus K [z],

fiir welche gilt:

a b
f:ng_yf
q vw
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Wir setzen u = F -1 nd erhalten folgenden Rest
v

-1 -1
r:f—Auzﬁ—i—E_lg:b(E v) +w(E "a)

w v w(E~1v)

wobei die rechte Seite nicht reduziert sein mufl. Auf alle Félle ist der Graph zum
Nenner-Polynom von r ein Teilgraph von Shi ftGraph(w(E~1v)).

oo

Aus der Shift-Struktur von v und w sieht man sofort, dafi dis w(E'v) <
dis vw = dis q. Es gilt also fiir die gefundene Zerlegung f = A u + r, daf3

disr < dis f

Wir wenden jetzt das Verfahren iterativ auf den berechneten Rest r an, bis wir
einen Rest ’ # 0 mit Dispersion Null bekommen, oder ' = 0. Im ersten Falle
besitzt die Funktion f keine rationale Losung der indefiniten Summation und r ist
Bound fiir f.

In unserem Beispiel wiirde der néchste Schritt folgendermafien aussehen: In dem
Graphen wurden die Punkte ausgezeichnet, deren ,,Entfernung® die Dispersion des
Restes verringern wiirde.

oo

® ® ®
® o0
o—0 0 ®
® o—©

Durch Iteration liefert uns dieses Verfahren immer eine Zerlegung der Form (4.1).
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Zusammenfassend besteht also das Verfahren im wesentlichen darin, die am
weitesten liegenden rechten Endpunkten im Graphen ShiftGraph(q) schrittweise
zu entfernen. Fiir die Struktur des berechneten Bounds t heiffit das, daf} das
Nenner-Polynom nur hochstens diejenigen Punkte enthalten kann, welche als linke
Endpunkte im Graphen von ¢ auftreten.

REE

Wir bekommen somit eine Zerlegung der Form

_ P o
f=A [E‘IB2P'~'[E‘1@L]@+ Bi(E 1B (E"13,)

wobei ShiftSat(q) = [B1]*- - - [Bn) die Shift-Saturated Form vom Nenner-Polynom
der rationalen Funktion f ist.

4.2 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir das oben beschriebene Verfahren als Algorithmus an.

Der Algorithmus liefert fiir jede rationale Funktion f € K (z) eine Losung des
Problems (IRSB) , d.h. rationale Funktionen s und ¢ aus K () werden so bestimmt,
dafl

f=As+t

mit dis t = 0 gilt.
Algorithmus 4.1 (Zur Berechnung einer Losung des Problems (IRSB) )

Input: f € K(x).
Output: s,t € K (z) mit f = A s+t und dist = 0.
Bestimme k <« dis q.
Setze uw «— 0 und r — f(=p/q).
Wiederhole fiiri =k, k—1,...,1 und r # 0.
Berechne v « part(ged (E'q, q),q) und w «— q/v.
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Berechne die Zerlegung r = a/v + b/w.
Setze u «— u+ E~ (a/v) und r — r — A u(=p/q).
Gib uw und r als Ergebnis zuriick.

4.3 Die Erweiterung

Der Algorithmus von Abramow liefert ein Bound ¢ fiir jede rationale Funktion f €
K (x). Nach Definition hat das Nenner-Polynom von ¢ minimalen Grad.

Wir wissen aber, dafl £ nicht eindeutig bestimmt ist. Wenn man zu verschiedenen
Bound fiir f den dazugehorigen rationalen Teil s betrachtet, so stellt man fest, dafl
der Grad des Nenner-Polynoms sehr unterschiedliche Werte annimmt.

Betrachten wir z. B. folgende rationale Funktion f € K (z) fiir £ = Q

f=te
¢ z(z+3)2(z2+1)

(4.3)

Man rechnet leicht nach, dal sowohl die durch den Algorithmus von Abramow
berechnete Zerlegung

N 4220 + 2552 + 544> + 52222 + 236 + 60
450 (x + 2)%(z + 1)22?

1 142% — 122 +5
150 22(2? + 1)

f:_

als auch
1 322 + 6 + 2 1 2°4+3z+1
f=—-A _ =
9 z(x+1)(x+2) 3(z+3)%(a2+1)
Losungen des Problems (IRSB) fiir f sind. Andererseits hat das Nenner-Polynom
des rationalen Teils der ersten Losung den Grad Sechs, wahrend in der zweiten

Losung ein Nenner-Polynom vom Grad Drei auftritt.

Aus der Funktion )

f= z(r +3)5(x2 + 1)
finden wir z.B. mit dem Verfahren von Abramow eine Losung vom Grad Fiinfzehn,
wahrend auch Grad Drei moglich wére.

In diesem Zusammenhang stellt sich die natiirliche Frage, ob man den
Algorithmus von Abramow insofern dndern kann, als auch der Grad des Nenner-
Polynoms des rationalen Teils beschrankt wird.

Um solch eine Anderung zu beschreiben, betrachten wir die in (4.3) angegebene
rationale Funktion und verfolgen die Zwischenschritte des Verfahrens.
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Die Shift-Struktur der rationalen Funktion hat folgende graphische Darstellung.
1

2+ 1
Il 2
Z f f L]

Es gilt dis f = 3. Dem Verfahren folgend, berechnen wir
v = part(ged (g, Bq), q) = (x + 3)°

und somit w = x(z% + 1). Nach der Zerlegung

7 19 7 3 1
f:2+ﬁ:—ﬁ — 15, % sty
VoW (x4 3)? z(x? +1)
erhalten wir die neuen Werte
_,a 1 14z + 43
u —= _= =
) 450 (z + 2)?
1 1423 + 1622 — 492 — 200
ro= foAu——— x” + 1oz z

450 z(r +2)%(2? +1)

Die Shift-Struktur des Restes sieht dann folgendermaflen aus. Diese entsteht aus
dem Graphen zu f durch Verkiirzung der langsten Shift-Klasse um einen Knoten.

1

2+ 1
L
x —@—

Durch Iterieren bekommen wir einen neuen rationalen Teil mit (z + 2)?(x + 1)?
als Nenner-Polynom und schliellich z%(z + 1)*(x + 2)2.

Beim Verfahren von Abramow ist es wichtig, daf§ die langste Shift-Klasse verkiirzt
wird. Das Verfahren sieht vor, daf§ der rechte Endpunkt geloscht wird. Man kann
aber ebenso den linken Endpunkt l6schen.

Betrachten wir also wieder eine rationale Funktion f = p/q € K(z), mit
beispielsweise folgender graphischen Darstellung.
o0

o —0 0o
@
@
o—0
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Sei k = dis q, dann betrachten wir die linken Endpunkten der ldngsten Shift-
Klasse, berechnet durch

v = part(ged (g, E™*q), q)

welche im folgenden Graphen ausgezeichnet sind.

0

bt

Mit w = p/v berechnen wir wieder die Zerlegung

a b
f=242
vow
und setzen
a
u=——
Daraus ergibt sich
b FEa
—fAy= 12
r=/f Y w + Ev

Es ist offensichtlich, daf dis r < dis f gilt. Insbesondere bekommen wir folgende
graphische Darstellung fiir den Rest r.

(1111

Auf r konnen wir dann das Verfahren iterativ anwenden.

Somit haben wir fiir jeden Schritt zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, um die
gewiinschte Reduktion der Dispersion zu erzielen: Entweder man entfernt die linken
oder die rechten Endpunkte der langsten Shift-Klasse.
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Die Entscheidung, welche Endpunkte entfernt werden, soll Riicksicht auf die
Auswirkung auf den Grad des Nenner-Polynoms des rationalen Teils nehmen, der
vom Grad von v abhéngt. Wir wéhlen also die Endpunkte, fiir die das dazugehorige
Polynom v kleinsten Grad hat.

In dem angegebenen Beispiel heifit dies, dal wir zuerst die Shift-Klasse um den
linken Endpunkt verkiirzen, denn es gilt

v = part(ged (¢, E7%q),q) = ©

Wir erhalten fiir das Nenner-Polynom von u nur Grad Eins. Wir haben

a 1
u et _— = ——

v 9z

2x* + 1322 4 2622 + 222 + 15
T — —

9z +3)2(x2 + 1)(z + 1)

Graphisch sieht r dann folgendermaflen aus.

241 1
T 1 2
L o —+—©0

Im néchsten Schritt wiirden wir wieder den linken Endpunkt 16schen, denn der
Grad des Nenner-Polynoms wére in dem Falle kleiner als beim Entfernen des rechten
Endpunktes.

Nach diesem Verfahren erhalten wir folgende Zerlegung

1 322 + 62 + 2 1 2243x+1

f=—ga wz+D(x+2) 3(x+3)222+1)

Allgemein kann nicht gesagt werden, daff das Nenner-Polynom des rationalen
Teils immer kleineren Grad als beim Algorithmus von Abramow besitzt.
Andererseits stellte sich dieser Ansatz bei der Behandlung mehrerer Félle als
vorteilhaft heraus.

Insbesondere ist der dadurch bestimmte rationale Teil in bezug auf diese
Eigenschaft noch nicht minimal. Dies kann leicht anhand eines Beispiels erlautert
werden.

Betrachten wir die rationale Funktion f € K (z) gegeben durch folgende
reduzierte Darstellung

f=L= 1
g x(z+3)5(x2 4 1)3(2? + 62 + 10)
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Aus dem Graphen ShiftGraph(q)

3
2 +1 I I
1 5
x
sieht man, dafl in diesem Falle die Wahl der zu 16schenden Punkte unwichtig ist,
denn beide Endpolynome der Shift-Klasse haben denselben Grad, ndmlich Sieben.

Hier liefert die vorgenommene Erweiterung keine Verbesserung im Vergleich zu
Abramow.

Man kann sich aber leicht iiberlegen, dafl die Anwendung der oben dargestellten
Beobachtung auf die einzelnen Shift-Aquivalenzklassen eine deutliche Verbesserung
mit sich bringen wiirde. Man koénnte durch getrennte Anwendung des Verfahrens
folgende ausgezeichnete Punkte 16schen,

2+ 1

X

Wir wiirden dann einen rationalen Teil vom Grad Drei bekommen, und der Rest
wiirde folgendermaflen aussehen

3 1
:1:2—1—1T o
.
X @

und wir konnten wieder iterativ vorgehen. Allerdings setzt dies voraus, dafl man
die Faktorisierung des Polynoms kennt. Solch eine Berechnung bedeutet aber einen
deutlichen Mehraufwand in der Implementierung, wihrend die oben vorgeschlagene
Erweiterung kaum Nachteile von seiten des Rechenaufwands mit sich bringt, da
keine weitere Information iiber das Polynom ¢ benétigt wird.

Wir stellen das erweiterte Verfahren als Algorithmus dar.
Algorithmus 4.2 (Zur Berechnung einer Lisung des Problems (IRSB) )

Input: f e ().
Output: s,t € K (z) mit f = A s+t und dist = 0.
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Bestimme k «— dis q.

Setze u «— 0 und r — f(=p/q).

Wiederhole fiiri =k, k—1,...,1 und r # 0.
Berechne v, « part(ged (E'q, q),q) und w, < q/v,.
Berechne vy «— part(ged (E~'q,q),q) und w; < q/v;.
Falls degv; > deg v,

dann berechne die Zerlegung r = a/v, + b/w,..
Setze u — u+ E~a/v,).
sonst berechne die Zerlegung r = a/v; + b/wy.
Setze u — u — a/v.
Setze v — 1 — A u(=p/q).
Gib u und r als Ergebnis zurick.

4.4 Die Implementierung

Der Algorithmus von Abramow wurde sowohl im Computer-Algebra System Maple
als auch in Axiom implementiert.

Das Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dafl es eine sehr einfache Realisierung
erlaubt. Wir werden sehen, dafl dies einen wesentlichen Unterschied zum weiter
unten beschriebenen Verfahren von Moenck darstellt.

In Maple wurden beide Algorithmen zur Verfiigung gestellt, um Vergleiche der
Ergebnisse zu ermoglichen.

Es wurden die Funktionen
abrsum abrsumnew

definiert, welche als Eingabe eine rationale Funktion und ein Symbol verlangen.

Die Berechnung einer Losung des Problems (IRSB) fiir die rationale Funktion

feK (z) fir K=Q

x
(x +1)(z +2)%(22 + 3)
durch den Algorithmus von Abramow erfolgt durch folgende Aufrufe

f=

fi= x/((x+1)*(x+2) **2% (x*%2+3) ) ;

abrsum(f,x) ;

152 + 29 1522 + 132 + 54
—— + DINV(1/49
@rip2 PPy

Die Berechnung durch den erweiterten Algorithmus liefert

1/49 )
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abrsumnew (f,x) ;

2?2 +x+6

+ DINV (A 50045

4(z+1) )

In Axiom wurde das Package ASUM R definiert, welches die Funktion

abrsum

enthélt. Dabei soll R den Kategorien IntegralDomain und RetractableTo
Integer angehoren.

Die Funktion abrsum verlangt als Eingabe eine rationale Funktion aus dem
Domain Fraction SparseMultivariatePolynomial (Fraction R, Symbol) und
ein Element aus dem Domain Symbol. Durch diese Funktion ist der erweiterte
Algorithmus implementiert.

Nach dem Laden des Pakage erfolgt der Aufruf folgendermaflen.
(1) ->f: FRAC SMP(FRAC INT,SYMBOL)
(2) —>f:= x/((x+1)*(x+2) **%2% (x**2+3) )

x
x5 4+ bt + 1123 4+ 1922 + 240 + 12

(2)

Type: FRAC SMP(FRAC INT,SYMBOL)

(3) —>abrsum(f,x)

1 Lo 1.3
3) [ a4 2
x4+ 1 24+ 423 +T22 + 1220 + 12

Type: LIST FRAC SMP(FRAC INT,SYMBOL)

Das Ergebnis ist eine Liste von rationalen Funktionen, wobei das erste Element
der Liste der rationale und das zweite der nicht-rationale Teil der Losung der
indefiniten Summation fiir f sind.
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Der Algorithmus von Moenck

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus beschrieben, der von Moenck entwickelt
wurde (s. [Mo]). Dieses Verfahren liefert eine vollstiandige Losung der indefiniten
Summation fiir eine beliebige rationale Funktion f € IC(x), d.h. eine Zerlegung von
A~! f in einen rationalen und einen nicht-rationalen Teil.

Wir beschreiben das Verfahren mit Hilfe des Begriffs Shift-Saturated Form einer
rationalen Funktion. Moenck fithrt in seiner Arbeit eine &hnliche Darstellung ein,
die shift free decomposition, welche allerdings in der von Moenck vorgeschlagenen
Form nicht ausreichend ist. Deshalb treten auch in der schon vorhandenen
Implementierung im System Maple Fille auf, welche vom Algorithmus nicht
behandelt werden konnen. Zahlreiche solche Beispiele wurden von P. Paule
angegeben.

Durch die Verwendung der Shift-Saturated Form von rationalen Funktionen
wurde der Algorithmus verbessert und auf Korrektheit iiberpriift.

Wir werden unten die Stelle im Verfahren deutlich auszeichnen, bei der die
Moencksche Darstellung zum Abbruch des Algorithmus fiihrt.

5.1 Das Verfahren

Eine Methode wird vorgestellt, welche das Problem (IRSB) fiir eine beliebige
rationale Funktion f € I (x) 16st.

Sei also f € K (z) gegeben durch die Shift-Saturated Form

(0%
=%

Zur Veranschaulichung stellen wir die Shift-Struktur von [ graphisch etwa
folgendermaflen dar
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oo
o —0 0 0 0
o —0 0 0 ¢
o —0 0 0 ¢
o—0 0 0 ¢ I
Wir suchen eine Zerlegung der Form
f=As+t

wobei s,t € K (z) und dis t = 0.

Sei GFF(B) =[]t [B,]% Aus der Aussage 2 vom Satz 1.4 wissen wir, dafl
fir alle 4,5 € {1,...,n} mit i # j gilt:

ged (B4 [B;)2) =1 (5.1)
Wir konnen also folgende Partialbruch-Zerlegung von f berechnen

R TATR AP SN rar (5:2)

In der graphischen Darstellung heifit es, dal wir die maximalen Shift-Folgen einer
bestimmten Lénge zusammenlegen.

20888

In seiner Arbeit schlagt Moenck eine Zerlegung von f vor, die shift free
decomposition. Seine sehr ungenaue Beschreibung der Eigenschaften und der
Berechnung solch einer Zerlegung 14t aber den Schlufl nicht zu, dafl eine dhnliche
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Bedingung wie (5.1) gilt. Somit ist es nicht gewihrleistet, daf die Partialbruch-
Zerlegung (5.2) iiberhaupt durchfiithrbar ist.

Wir konzentrieren uns jetzt auf [3,]* und losen das Problem (IRSB) nur fiir

diesen faktoriellen Teil.

Im folgenden werden wir eine Zerlegung der Form

o T 0
" _ A
(B2 [E=16,)2=L  [Ba]2=t

berechnen. Dafiir benotigen wir die vollstédndige Partialbruch-Zerlegung

Oy, - an,i
- :Z - (5.4)

(5.3)

mit deg o, ; < deg 3,,.
Aus dem Satz 1.4 wissen wir, daf 3, und E~"!4, teilerfremd sind. Es gilt also
ng (E—n—l—lﬁm ﬁn - E_n—Hﬁn) =1

und wir finden deshalb, etwa durch den euklidschen Algorithmus, zwei Polynome
p,q € K [x] so, dafl

p(E7"'6,) + 4B — ET"B,) = am

Dies liefert uns folgende Zerlegung

Gun _ PETTB) | alBh— BB
[Bn ]2 [Bn ]2 [Bn]2

. p q(Bn — E7"15,)

T BT B

Wiederum gilt nach dem Lemma 1.1
A(h-g)=hA g+ (Eg)A h (5.5)

und somit

e 1 _ 1 A q
S = 1 )

. E_n+1ﬁn - ﬁn + A q
AE B2t
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Dies bedeutet, dafl wir die gesuchte Darstellung (5.3) berechnen koénnen.

_ —q__ Aq+p
[Gn]™ [E71Bafr= " [Ba]"=

(5.6)

Wir bekommen also einen Rest mit einer kleineren Dispersion. In der graphischen
Darstellung des Nenner-Polynoms bedeutet dies, dafl wir die linken Endpunkte

2088

[terieren wir diese Berechnung auf den dadurch gewonnenen Rest, so bekommen
wir eine Zerlegung der Form

Qo T o

B~ S E st (5.7)

wobei entweder ¢’ = 0 oder dis (8'/3,) = 0.

Somit sind wir in der Lage, aus jedem faktoriellen Teil der Partialbruch-Zerlegung
(5.4), also auch auch aus jedem Teil der Zerlegung (5.2) einen nicht aufsummierbaren
Rest zu berechnen, der nur aus den rechten Endpunkten der dazugehorigen Shift-
Klassen besteht.

Zusammenfassend liefert uns diese Berechnung fiir die gesamte Funktion f
folgende Zerlegung

_ p o
F= A = G, %)

Aus dem Satz 1.4 ist bekannt, dafl

dis (512 Bn) =0

Somit ist der nicht aufsummierbare Teil in der rechten Seite der Gleichung (5.8)
Bound fiir f. Graphisch sieht die Shift-Struktur des so bestimmten Bounds fiir f
wie folgt aus
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e

I

Wegen der Verwendung der Gleichung (5.5) spricht man auch von der Methode
der partiellen Summation. Moenck nennt sein Verfahren Hermite Summation,
denn die Analogie zur partiellen Integration ist offensichtlich.

5.2 Beispiel

Wir wenden jetzt den Algorithmus von Moenck auf folgende rationale Funktion

f € Q(z) an.

—a* — 3z —3

x4 4+ 23 — 322 + 2

f=

Wir bestimmen also s und t aus Q(z) so, daf
f=As+t

und ¢ ist Bound fiir f. Zuerst berechnen wir die Shift-Saturated Form der Funktion

f. Wir erhalten
a —x?—3r—3

I e -1y

Die vollstandige Partialbruch-Zerlegung sieht folgendemafien aus

—3r—5 1

/= (22420 —12 [224 20— 1]L

Es gilt ged (E7Y(2* + 22 — 1), (2> + 22 — 1) — E7Y(2* + 22 — 1)) = 1 und wir
finden Polynome p und ¢ so, dafl

pE 7 (2? + 22— 1) +q(2* + 20 -1 - E Y a* + 22— 1)) = -3z -5

Wir haben p = 2 und ¢ = —x — 1 und somit

—(z+1)(2z+1) 2(z? — 2) 1

/ [22 + 22 — 1]2 22+ 22 — 12 [22 42z — 1]
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(5.9)
—(x+1)(2z+1) N 1
[22 + 22 — 1]2 [22 + 22 — 1L
Wegen (5.5) gilt ferner mit £~ (2% + 22 — 1) = 2% — 2
—(r+1)Q2r+1) A r+1  E(-z-1)—(-z-1)
[224+22 — 12 T[22 -2 E(z? —2)
(5.10)
NG +1 1

2 -2 22425 —1

Wenn wir (5.10) in (5.9) einsetzen, dann erhalten wir die Losung der indefiniten

Summation durch
r+1

x2 -2

f=A

5.3 Die Implementierung

Der Algorithmus von Moenck ist im Computer-Algebra System Maple zur
Bestimmung der indefiniten Summation fiir rationale Funktionen bereits
implementiert.

In dieser Implementierung wurden die Liicken, die in der Arbeit von Moenck
auftreten, nicht behoben. Aus diesem Grunde kann man rationale Funktionen
angeben, fiir welche der Algorithmus fehlerhaft abbricht, ohne ein Ergebnis zu
liefern.

Viele Beispiele fiir die Unvollstédndigkeit der verfiigbaren Implementierung
wurden von P. Paule gefunden.

In diesem Abschnitt zeigen wir das Verhalten des Algorithmus anhand eines
Beispiels von P. Paule.

Betrachten wir die rationale Funktion f € K (z) fiir £ = Q gegeben durch
P 1
f =

g (z—=13@+1)3x+2)%(a?+2)2

Da die vollstédndige Zerlegung von ¢ iiber Q gegeben ist, sieht man sofort, dafl
dis ¢ = 3. Wir benétigen die Shift-Saturated Form von f

f:B:

«

[ﬁl]l. .. [@dé

Aus folgender graphischen Darstellung der Shift-Struktur von p kann
ShiftSat(p) sofort abgelesen werden.
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2 +2
IB 3 2
v-1 —@—@

= a (v +2)2?
8 (@2 + 22 (z + 2)34

Es gilt

Dies kann folgendermaflen graphisch dargestellt werden.

x2 42 2

1I3333
T o—0 90

In der bisherigen Implementierung wurde aber folgende Darstellung berechnet

$3

(22 +2)H + 1]2[(z + 2)%)4

f=

Der Grund liegt im wesentlichen darin, daf§ die Vielfachheit des rechten
Endpunktes der Shift-Aquivalenzklasse kein Teiler der Vielfachheiten der anderen
Punkte in der Klasse ist. In diesem Beispiel ist der rechte Endpunkt mit 2 bewertet,
wéhrend in der Klasse auch die Vielfachheit 3 auftritt.

Auf die letzte Darstellung kann natiirlich der Algorithmus nicht weiter
angewendet werden, da die einzelnen faktoriellen Teile nicht paarweise teilerfremd
sind.  Somit ist die Partialbruch-Zerlegung (5.2) nicht berechenbar und die
Implementierung bricht ab.

In Maple bekommt man fiir das vorgestellte Beispiel folgende Meldung vom
System

> sum ( 1/((k+2)*x2% (kk*x2+2) **x2% (kk*k2-1) **3, k) ;
Error, (in gcdex/diophant) wrong number (or type) of arguments

Eine Anderung wurde vorgenommen, welche die Shift-Saturated Form der
rationalen Funktion korrekt durch den Algorithmus 1.4 berechnet. Aus dieser
Funktion bekommt man folgendes Ergebnis

> sumnew (f,k)

1 102k — 81k7 — 157kS 4 189k° — 370k* 4 477k® — 61k2 + 63k — 18
11664 k3 (k — 1)3(k 4 1)3
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1 17k5 + 58k* + 140k3 + 376k* + 284k + 664

DINV | —
* ( 1944 (k +2)3(k% + 2)?

wobei das Argument von DINV Bound fiir f ist.

)

85



Chapter 6

Der Algorithmus von Paule

In diesem Kapitel wird ein weiterer Ansatz zur Losung des Problems (IRSB)
beschrieben, der von Peter Paule stammt (s. [Pa92]).

Es stellt sich heraus, dafl in der Arbeit von Paule zwei Methoden zur Losung des
Problems enthalten sind.

Die erste Methode geht iterativ vor und isoliert in jedem Schritt aus der
gegebenen rationalen Funktion f einen aufsummierbaren Teil so, dal der Rest eine
kleinere Dispersion als f besitzt. Dadurch wird, dhnlich wie bei den Verfahren
von Moenck und Abramow, durch iterierte Anwendung eine Losung der indefiniten
Summation berechnet.

Die zweite Methode basiert auf einer Analogie zum Verfahren von Horowitz
zur Integration rationaler Funktionen. Das Verfahren fithrt zur Aufstellung
eines linearen Gleichungssystems, auf dessen Losung das Problem der indefiniten
Summation zuriickgefithrt wird.  Wegen dieser Analogie nennt Paule seinen
Algorithmus auch Horowitz Summation.

Die Verfahren werden mit Hilfe der ebenfalls von Paule eingefiihrten Begriffe
iiber die Shift-Struktur von rationalen Funktionen dargestellt.

Am Ende werden zusammenfassend die grundlegenden Unterschiede der in den
letzten Kapiteln vorgestellten Algorithmen behandelt.

6.1 Das Verfahren

Betrachten wir eine rationale Funktion f € K (x) gegeben durch die reduzierte
Darstellung f = p/q. Wir lésen das Problem (IRSB) fiir f, d.h. wir finden eine

Zerlegung der Form

f=As+t
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wobei t Bound fiir f ist. Zur Veranschaulichung nehmen wir an, dal die Shift-
Struktur von ¢ folgendermaflen dargestellt wird.

anass

Ferner sei o/3 Shift-Saturated Form von f. Der Graph zu 3 = [} - - [3,]% ist
dann wie in folgender Abbildung.

0888

Wir interessieren uns nur fiir die Shift-Klassen, die eine grofiere Léange als Eins
besitzen. Wegen

ged (B, [Bof? -+ [Ba]™) = 1

konnen wir f auch folgendermaflen zerlegen, indem wir zwei Polynome a und b aus
IC [z] berechnen.
a b
f=ot
ﬁl [52]2. .. [ﬁn]ﬁ
Deshalb beschrinken wir uns auf die rationalen Funktionen f = a///3, fiir welche
(1 = 1 gilt. Der eventuell auftretende (3;-Teil kann sofort als nicht-rationaler Rest

behandelt werden. In unserem Beispiel heifit dies, daBl wir folgenden Graphen
betrachten
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Wil

Auch beim Verfahren von Paule gehen wir iterativ vor und geben eine Methode
an, um die Funktion f in

f=Au+r

zu zerlegen, wobel dis r < dis f gilt. Wir werden das Nenner-Polynom von r
dadurch bekommen, daf§ wir die linken Endpunkten der Aquivalenzklassen von (3
entfernen. Diese Punkte sind in der letzten Abbildung ausgezeichnet.

Sei § = ged (8, E713). Wie wir schon gesehen haben, entsteht das Polynom 4
aus [ durch Loschen der rechten Endpunkte aller Aquivalenzklassen.

888

Die Polynome (/6 bzw. [(/Ed bestehen dann aus den rechten bzw. linken
Endpunkten jeder Shift-Klasse von (3. Da wir angenommen haben, daf§ 5, = 1 gilt,
haben wir

g B

ged (=, —) =1
denn die auftretenden gemeinsamen Teiler konnen nur Polynome aus einer Klasse
der Lange Eins enthalten, also Teiler von ;.

Dies ermoglicht uns, zwei Polynome 7 und p aus K [z] zu berechnen, fiir welche

gilt
B s
o = g T+ E P
und deg 1 < deg (f/Ed). Wenn wir jetzt das Polynom 7 definieren durch
p=ET+n

dann bekommen wir die Gleichung

_ B g g
a—ﬁET—l—gT—i—ﬁn
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Durch Dividieren beider Seiten der letzten Gleichung durch 3 erhalten wir

(8% T 77
C_ AL
5325 Es

Diese ist die gesuchte Zerlegung, wobei fiir den Rest offensichtlich gilt
dis (L) < dis f
E$

In unserem Beispiel sieht der Graph zu Ed wie folgt aus.

—e—@
®

@
*—0 I I
o—©
Diese Methode kann dann iterativ auf den Rest angewendet werden, um eine

Losung des Problems (IRSB) fiir f zu bestimmen. Dabei mufl man beachten, daf§
die Klasse der Léange Eins wieder durch eine geeignete Zerlegung entfernt wird.

Als Ergebnis der iterierten Anwendung des Verfahrens bekommen wir eine
Zerlegung der Form

= A 1 c (6.1)

f= [E-1Bo)L- - [E-13,]2=L + BB,

@
s

Das Verfahren von Paule liefert also eine Losung in &hnlicher Form wie das
Verfahren von Moenck. Man kann sich aber leicht davon iiberzeugen, dafl solch eine
Zerlegung eindeutig ist. Nehmen wir an, wir hétten zwei Zerlegungen der Form
(6.1), etwa

y c B ’7/ !
A [E—lﬁQ]l...[E—lﬁn]ﬂ—i_ﬁl...ﬁn =A [E‘lﬂz]l---[E‘lﬂn]@+ﬁl---ﬁn (6'2)

Wir hatten dann

e & -—c¢
A [E-13)L - [E-13,)2=L B+ B (6.3)
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Fiir € # ¢ und v # +' bedeutet dies, daf eine rationale Losung der indefiniten
Summation fiir die rationale Funktion in der rechten Seite von (6.3) existiert. Da
aber dis (1 -+ 3,) = 0 gilt, wire das ein Widerspruch zum Satz 1.6. Es gilt also

/

v =" und E=¢

!/

Deshalb liefern die Methoden von Paule und Moenck genau die gleichen
Zerlegungen (6.1) und (5.8).

Zur Integration von rationalen Funktionen ist u. a. das Verfahren von Horowitz
bekannt. Dies basiert auf folgender Tatsache.

Sei die rationale Funktion f € IC(z) durch ihre reduzierte Darstellung f = p/q
gegeben. Sei ferner ¢ = qiq3 - - - ¢ die quadratfreie Zerlegung des Nenner-Polynoms.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢ und e aus K [z], fir welche gilt

P d c e
I="@ (b%b%---bn—l) bbby (6.4)

n

und

deg c < degd, dege < deg%

wobei d = gcd (q, iq) = byb3 - - - 0" 1. Wir schreiben die Gleichung (6.4) um in

dz
_efd N _(d.) e
P=4 (d:cc> (dxd> ¢ de (6:5)

Das Problem kann also durch Koeffizientenvergleich gelost werden. Dies fiihrt
zur Aufstellung eines linearen Gleichungssystems mit den Koeffizienten von ¢ und e
als Unbekannte.

In Analogie dazu schreiben wir die Gleichung (6.1) folgendermafen.

_B
- ES

(Ev) — ?7 + e (6.6)

(0%

Da der Grad der Polynome v und e abgeschétzt ist durch

degy < deg ([E7'Bo]t+ - [E7'B,]%Y),  dege < deg (Bi---3,)

konnen wir die Gleichung (6.6) durch Koeffizientenvergleich l6sen. Das entspricht
wiederum der Losung eines linearen Gleichungssystems mit den Koeffizienten von
und ¢ als Unbekannten.

Aus diesem Grunde spricht Paule von der Horowitz Summation.
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6.2 Die Algorithmen

Paule gibt in seiner Arbeit [Pa92] die Horowitz Summation als Methode an. Hier
ist auch sein iteratives Verfahren als Algorithmus dargestellt.

Insgesamt beschreiben wir also zwei Algorithmen, die auf die oben erlduterten
Uberlegungen von Paule basieren.

Algorithmus 6.1 (Zur Berechnung einer Losung des Problems (IRSB) )

Input: rationale Funktion f € K (z).
Output: Zerlegung f = A v+ ¢ mit € Bound fir f.
Berechne 3 « [B1]t- -+ [8,]% = ShiftSat(denom f).
Berechne 6 «— ged (3, E7'(3).
Lase die Gleichung f3 = (8/E)(E~) — (3/0)y + de nach v,e € K [x].
Gib v und € als Ergebnis zurick.

Die Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt sichern, daf die aufgestellte
Gleichung eindeutig l6sbar ist. Dabei ist zu beachten, dafl Schranken fiir den Grad
der Polynome angegeben sind.

Algorithmus 6.2 (Zur Berechnung einer Lisung des Problems (IRSB) )

Input: rationale Funktion f € K (x).
Output: Zerlegung f = A s+t mit t Bound fiir f.
Setzer — f,t+— 0, s 0.
Berechne n «— dis f + 1.
Wiederhole fiiri=n,n—1,...,1
Berechne 3« [31]*- - [3;]t = ShiftSat(denom r).
Berechne die Zerlegung f = a/B1 + b/ ([3a]? -+ - [Bi]Y).
Setzet — t+a/p, a b, f— (/5.
Berechne 6 «— ged (3, E71(3).
Berechne die Darstellung o = (8/Ed)p + (8/0)T.
Berechne n «— p — ET.
Setze r «— n/ES, s — s+ T1/0.
Gib s und t als Ergebnis zuriick.

Aus dem letzten Abschnitt ist klar, dafl die Berechnung von Shi ftSat(denom r)
nur einmal erfolgen muf. In den weiteren Schritten kann die neue Shift-Saturated
Extension aus der alten bestimmt werden.
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6.3 Beispiel

Wir wenden das Verfahren auf eine rationale Funktion f aus Q(x) an. Sei f gegeben

durch ,
f =
22—+

4

Wir berechnen zuerst die Shift-Saturated Form von f.

1
f= 2
o 12+ 5

_ Der erste Schritt des Verfahrens isoliert im Nenner-Polynom die Shift-
Aquivalenzklasse der Linge Eins, d.h. den faktorielle Teil [z]t. Wir erhalten

4 4 1
[ 31+3(x—2)§:p—1)
=]+ [z + =]

2

und konzentrieren uns auf den zweiten Summanden der rechten Seite der
Gleichung. Wir behandeln also folgende rationale Funktion, gegeben durch die Shift-

Saturated Form
4 1

f:a_g(x—Q)(x—l)

s [z + 32
Da 6 = ged (8, E713) = [x — 1/2]2 gilt, haben wir folgende Zerlegung

_ BB, 4 5

Im Algorithmus heifit dies, dal p = —1 und 7 = —%m + g Daraus berechnet man

4
n=p-Er=z(-1)

und schlielich die Zerlegung

“@-1)
o —%x+§ g\
-y @)
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Betrachten wir jetzt den Rest in dieser Zerlegung. Wir wenden das Verfahren
iterativ auf diese rationale Funktion an und bekommen folgende Zerlegung

4 2 4
3 3.3
PRIV S S
r+ =)z —= rT—= x+-

2 2 2 2

Der Rest hat Dispersion Null und der Algorithmus terminiert. Zusammenfassend
erhilt man somit folgende Losung des Problems (IRSB) fiir f.

2 2 4

fo 1 A3 3 3
x3—x2+§m (:E—l)(l‘—é) x(m+1)
4 2 2 2
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Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden einige wichtige Aspekte der vorgestellten Verfahren
behandelt.

Beide Verfahren von Gosper und Abramow, welche eine Losung des Problems
(IRS) berechnen, basieren auf die Aufstelling und Losung eines linearen
Gleichungssystems mit polynomialen Eintrigen. Die Aufstellung des Systems ist bei
jedem Verfahren unterschiedlich. Der Aufwand ist aber in wesentlichem vergleichbar.

Grofleren Wert haben wir auf die Algorithmen gelegt, die eine Losung
des Problems (IRSB) berechnen. Die Horowitz Summation von Paule ist die
einzige Methode, die auch fiir dieses Problem auf die Behandlung eines linearen
Gleichungssystems zuriickfiihrt. Die Berechnung der Shift-Saturated Form einer
rationalen Funktion spielt eine wesentliche Rolle im Algorithmus.

Die anderen drei vorgestellten Methoden von Moenck, von Abramow und von
Paule verfolgen einen anderen Weg. Fiir eine beliebige rationale Funktion f € K (x)
liefert jeder der Algorithmen eine Darstellung der Form

f=As+t

mit ¢ Bound fiir f. Die drei Methoden gehen iterativ vor, indem sie schrittweise
die Dispersion des Restes solch einer Zerlegung verkleinern. Schliellich hat der Rest
Dispersion Null und wegen der Linearitéit des Operators A kann s durch die Summe
aller rationalen Teile der Zwischenergebnisse berechnet werden.

Die wesentlichen Unterschiede zwischen den Verfahren liegen in der Methode,
welche diese Verkleinerung des Restes bewirkt.

Sei zur Veranschaulichung die Funktion f = p/q so, dafl das Nenner-Polynom
folgende graphische Darstellung hat.
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*—o

o o

o o

o o Io

Die Verfahren von Moenck und Paule, sowie die Horowitz Summation, benotigen
die Shift-Saturated Form der rationalen Funktion.

Der Algorithmus von Abramow benétigt diese Information nicht. Abramow
verlangt nur den Wert der Dispersion der Funktion, welcher iibrigens von jedem
Verfahren hier verwendet wird.

Bei Moenck ist weiter eine vollstédndige Partialbruch-Zerlegung zu berechnen,
um die einzelnen Shift-Aquivalenzklassen im Nenner-Polynom zu isolieren und dann
getrennt zu behandeln.

Jede Aquivalenzklasse wird schrittweise um einen Knoten verkiirzt, indem der
linke Endpunkt der Klasse entfernt wird. Dadurch wird jede Klasse einzeln soweit
reduziert, bis nur ein Knoten, also ein Polynom der Dispersion Null, oder keiner
iibrighleibt. Die Zerlegungen fiir jede Klasse werden dann aufsummiert und liefern
die gewiinschte Darstellung der rationalen Funktion. Die Abarbeitung jeder Klasse
bedeutet natiirlich einen deutlichen Aufwand.

Auch der Algorithmus von Abramow reduziert die lingste Shift-Aquivalenzklasse
um einen Knoten. Allerdings wird der rechte Endpunkt der Klasse entfernt.

Der Graph wird ,,spaltenweise von rechts® verkiirzt. Dabei ist wichtig, dal nicht
nur eine Klasse, sondern der ganze Graph bei jedem Schritt behandelt wird. D.h.
bei jedem Schritt wird eine weitere Shift-Klasse von ¢ beeinflufit.
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Ule

Die vorgenommene Erginzung des Verfahrens bringt keine wesentliche Anderung
bzgl. dieser Betrachtungen.

A

Der Graph wird auch beim Verfahren von Paule ,spaltenweise bearbeitet.
Allerdings werden die linken Endpunkte entfernt und somit werden bei jedem Schritt
alle Shift-Klassen verkiirzt. Das zieht nach sich, daf§ der Grad des Restes wesentlich
schneller abnimmt.

le

>
>

Andererseits behandelt Paule die Shift-Saturated Extension des Nenner-
Polynoms. Dabei werden also i. allg. wesentlich hohere Grade auftreten als bei
Abramow, bei dem die Séttigung nicht durchgefiihrt wird.

Ein einfaches Beispiel kann dieses Verhalten verdeutlichen. Betrachten wir die
Funktion

1
/= x(z + 10)8
Fiir die Shift-Saturated Form gilt
25[(z 4+ 9)]2

P25 e rop

Das bedeutet, daf§ die Verfahren von Paule und Moenck mit dem Polynom [
vom Grad 66 arbeiten. Der Grad verringert sich bei jedem Schritt nur um Sechs.
Es ist aber zu beachten, dafl bei der Bestimmung der Zerlegung

6 B

o= =T+

5" T Es”
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die Polynome (/§ bzw. (/Eé nur die rechten bzw. linken Endpunkte jeder
Shift-Klasse enthalten. Weiter ist die Shift-Saturated Form des Restes aus diesen
Endpunkten sofort ablesbar, also nicht mehr zu berechnen. Abramow ist dabei nur
mit einem Polynom vom Grad Sieben konfrontiert und bei jedem Schritt verringert

sich der Grad nicht.

Wihrend also das Verfahren von Moenck mit Sicherheit das aufwendigste im
Vergleich zu Paule und Abramow ist, da eine grofle Vorarbeit geleistet werden mu#,
fillt die Bewertung iiber die Methoden von Paule und Abramow nicht so leicht.

Die Ergebnisse der Verfahren von Moenck und von Paule sind, wie wir gesehen
haben, identisch. Das Nenner-Polynom des Restes enthélt nur rechte Endpunkte
von Shift-Aquivalenzklassen. Das Verfahren von Abramow liefert einen Rest, dessen
Nenner-Polynom die linken Endpunkte der Shift-Klassen enthélt.

In diesem Zusammenhang ist unserer Meinung nach der Grad des berechneten
rationalen Teils von grofler Bedeutung. Die vorgeschlagene Erweiterung des
Algorithmus von Abramow liefert uns einen rationalen Teil, welcher bei vielen
Beispielen kleineren Grad im Nenner-Polynom besitzt als die durch die anderen
Verfahren berechnete Zerlegungen. Wie wir an einem Beispiel gezeigt haben, kann
diese Abweichung sehr deutlich sein.

Diese Erweiterung benotigt ferner keine weitere Information iiber die Shift-
Struktur der rationalen Funktion und verlangt keinen zusétzlichen Aufwand in der
Implementierung.
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