Biodiitsen Ga reabisor Hall SCE“tfku/

Wbt 11, (1388 ) T8$- 343

Uber das Involutionsprinzip von Garsia und Milne

Peter Paule ¥

Einleitung

Sei y eine Involution auf einer endlichen Menge M. Die Bahnen
der von y erzeugten Gruppe <y>, welche in natiirlicher Weise auf
M operiert, bestehen aus einelementigen Mengen, den Fixpunkten

von y, und aus den Mengen {m,y{(m)}, wobei y(m) # m.

Ein simples Beispiel fiir die unmittelbare Aushutzung
dieser Tatsache ist folgende Beobachtung:

Die Anzahf den natirlichen Teiler von n € N i8¢
ungenade genau dann, falls n Quadratzahf ist.

(Fir alle d|n definiere y(d) := g.)

Der oben formulierte Sachverhalt l#8t nun mannigfache Erweiterungen
2u, welche bestimmten kombinatorischen Objekten besonders angepaSt
scheinen.

So entwickelten A. Garsia und S. Milne [5] eine neue und anwen-
dungsreiche Technik zur Konstruktion von Bijektionen aus gewissen

Involutionspaaren.
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‘Damit ist es ihnen gelungen, gestiitzt auf eine Bijektion von

I. schur [14], erstmalig einen rein bijektiven Beweis der ersten

Rogers-Ramanujan Identitidt,
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zu geben,

Weitere Anwendungen sind: kombinatorische Beweise von Polynom-
Identitdten, Prinzip der Inklusion uhd Exklusion, Siebdquivalenz,
Bijektionen zwischen gewissen Mengen von Zahlpartitionen, bijek-
tive Beweise von Formeln fiir die Anzahl der Standard-Young-Tableaus,

u.s.w.

Das "kleine" Involutionsprinzip

Eine Permutation o einer endlichen Menge M, d.h. o € SM’ heist

Involution, falls uz = 1.

Ubung: (i) Fir In (= Anzahl der Involutionen auf

n={1,2,...,n}) gilt: I = In+nIn

n+1 -1’

Io=1,=1.

(ii) Die erzeugende Funktion der In ist
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Folgende immer wieder ben&tigte Tatsache formulieren wir als
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Lemma: Sedi M endliche Menge, y € SM eine Involution mit "xleinesd Involutionsprinzip (KIP)
+s = .
der "Umkehn-Eigenschaft”: Gegeben sei eine disjunkte Zerlequng M = M UM~ der endlichen
- Menge M und eine Involution y € SM mit der Umkehr-Eigenschaft:

V, falls m € v
§ir U,V € M iat y(m) € { . bei M = {m € M | y(m) = m} (Fixpunktmenge von y) sei fiir
- U, falls m e v Y
m € M\MY

Dann {8t die Einschrinkung von vy auf U, d.h. Y'U' eine

M~, falls m € M+
Bijektion von U auf v. y(m) € {

M*, falls m € M~

Beweis: Klar.
(d.h. y ist sign-umkehrend auBerhalb von Fyl, dann gilt

(2) Z sign(m) = Z sign(m).
Bemerkung: Wie hier wird auch der GroSteil des Folgenden allge- mEM meuY
meiner fiir beliebige Bijektionen, welche die Umkehr-
Beweis:
Eigenschaft besitzen, gliltig bleiben. Wir werden uns jedoch je- -
weils auf Involutionen beschridnken, da diese den betrachteten
Z sign(m) = I sign(m) + I sign(m) + Z _ sign(m)
kombinatorischen Situationen in besonderer Weise angepaBt scheinen. mEM mEM mEM+\MY mEM \MY
Y

= Z sign(m) (nach obigem Lemma) .

meM
Y

Sei M = MYOM™ eine disjunkte Zerlegung der endlichen Menge M.

Bezliglich dieser sei eine "Vorzeichenfunktion" sign(m) fiir alle

Folgerung: Ist M = H+0M— und y € S, sign-umkehrend auBerhalb
m € M definiert: M

MY wie oben, jedoch MY = M+, so ist

1, falls me M*
sign(m) := { N .
-1, falls m € M

. (3) I sign(m) = |M | = [M'] - |u7|.

meM

Als einfache Folgerung aus obigem Lemma erhilt man nun:



Eine besonders schdne Anwendung davon (vgl. Zeilberger [16])

ist das

Prinzip von Inklusion und Exklusion

Gegeben sei eine endliche Menge A und eine Familie
A= (A1,A2,...,An} von Teilmengen von A, wobei As ={a € A |

a hat Eigenschaft s} fir s = 1,2,...,n.

Fir S c n sei A, := N A_ (Menge aller a € A mit allen
-- s ses S
Eigenschaften aus §; A° = A).
n
Sei Ay := a\ v Ag, d.h. die Menge aller a € A ohne Eigenschaften
s=1
aus n, dann gilt:
[s]
(4) agl = T (-1 ag].
(<} Sen S

Beweis: Wir definieren M := {(a,S) | a € A, S Teilmenge von
Eigenschaften von a}, M' := {(a,S) e M | |S| gerade}

und M~ := {(a,S) € M | |S| ungerade}. Fiir alle a € A\A_ sei
k(a) = kleinste Eigenschaft von a.

Das benbtigte y € sM definieren wir nun so:

(a,su{k(a)}), falls k(a) ¢ s

Fir a € A\A_ sei y(a,s) := {
N (a,S\{k(a)}), falls k(a) € §

und fiir a € A, sei y(a,9) = (a,¢).

Es ist nun leicht nachzupriifen, dasg y2 = 1 und y sign-umkehrend
auBerhalb von M, =1{(a,9) €M | a € Al e M*. Dpaher folgt nach
(3):

+
PRI

N

= z s " z _ = z IASI - z IASI .
(a,S)eEM (a,S)EM Scn Scn
IST gerade |sT ungerade

- Ein anderes Beispiel .fiir das Auftreten einer Involution wie im

KIP, etwa auf dem Gebiet der Zahlpartitionen, widre z.B. der ele-
gante bijektive Beweis des Eulerschen Pentagonalzahlentheorems

von Bressoud und Zeilberger in [3].

Flir kombinatorische Beweise gewisser algebraischer Identit&ten,
z.B. Identitdten in bestimmten Polynomringen, erweist sich

folgende Form des KIP als niitzlich:

Kleines Involutionsprinzip (gewichtete Version)

seien M = MTUM™, « € Sy eine sign-umkehrende Involution auBerhalb
von My wie oben. Sei w:M + R eine Gewichtsfunktion von M in einen
geeigneten Ring R.

Ist y gewichtsenhaltend, d.h. fir alle m € M:w(y(m)) =w(m),

dann gilt:



=) ) .sign(m)-w(m) = & sign(m)-w(m).

meEM mGMY
Beweis:
I sign(m)w(m) = Z sign(m)w(m) + Z s W@ - Z _ wm
meM meM mEM \ M meEM \M
Y Y Y
= I sign{m)w{(m) (Lemma).
meMY .

Eine Anwendungsméglichkeit dieser Formulierung bietet z.B.:

Der g-binomische Lehrsatz

Die GauBpolynome (oder g-Binomialkoeffizienten) sind definiert

durch (n,k € N)

[n]!
T—T_T—__T_ , falls 0 € k <
(0] = { kltin-k]! . B , wobei[{n]! = [n]{n-1]...[1],

k 0, sonst

(0]t = 1 und [n] = ‘I+q+q2+...+qn"1 .

Fir reelles g geht [2] im Limes g + 1 gegen den gewdhnlichen
Binomialkoeffizienten (ﬁ) (da [n] = t+g+...+q"") » n).

FaBt man q als Unbestimmte auf, so erweisen sich die [:] als
Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, welche folgende Inter-
pretation zulassen (Goulden und Jackson [8]):

(6) (f1= =z gtnvie)

dabei ist R die Menge aller Permutationen p € S_, welche
(k'n-k) E
auf den Bldcken {1,2,...,k} und {k+1,k+2,...,n} monoton steigende
Funktionen darstellen und inv(p) die Anzahl der Inversionen von
pe.
Z.B. ist p = 2513 4 ¢ R(z 3) mit den Inversionen
’

(2,1),(5,1),(5,3) und (5,4), d.h. inv(p) = 4.

Bemerkung: Das ist nur eine der méglichen kombinatorischen
Interpretationen der [;], fiir weitere siehe z.B.

Kerber (10] oder Andrews [1].

Beweis von (6): R(k n-k) ist eine Transversale der Linksneben-
’
klassen von der Younguntergruppe s(k,n-k) in

S, (vgl. 2.B. Kerber und Thiirlings [9]).

Dabei ist § ={o €s_ | o[k] =k und o[n\k) = n\ki}

(k,n-k)
kanonisch isomorph zum direkten Produkt Skxsn-k' Beniltzt man dazu

noch die wohlbekannte Tatsache, das
(M T O oo

(Beweis z.B. durch vollsténdige Induktion nach n), so erhdlt man

[n]y = qinv(y) = ¥ qinV(DO)
¥€5, PER (k,n-k)
OES(k,n-k)
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n n-k)
- -k_k
. inv(p)+inv (o) (9) (x=1) (x-q) ... (x-q"" 1) = = (}1 @ 2 (=107
= ‘:R q k=0
°€% (k,n-k)
o€S
(k,n=k) - einen "bijektiven” Beweis geben.
inv{s,) inv(o,)
= 3 gk g g LA q 2
pER ok 0€S 0,ES__ n -
(k,n-k) 17k 2" n-k (Fir g - 1 geht (9) iber in (x-1)P = T (ﬁ)(-nn,kx",
. k=0
= [klt{n-k]! Z qan(o) (nach (7)), d.h. (9) ist ein sog. g-Analogon des binomischen Lehrsatzes.)
PER (k,n-k)
und damit die Giiltigkeit von (6). Beweis von {9): Wir betrachten (9) als Gleichung in R(gl[x],
d.h. im Ring der Polynome in x i{iber dem Ring
der reellen Polynome in der Unbestimmten g. Klarerweise ist
Fiir manche Zwecke ist es niitzlich, ein Element (9) dquivalent zu: fiir 1 = 0,1,...,n-1 gilt
p = r1r2...rkrk+1...rn € R(k,n-k) als geordnete Mengenpartition . (n-k)
({r1,r2,...,rk}.{rk+1,rk+2,...,rn}) von n aufzufassen. (10) z [2] q 2 (_1)n—k(ql)k = o.
k=0
Dabei definiert man natiirlich
inv((r1,...,rk}.(rk+1,...,rn}) i= inv(ryr,...r ). Sei M = {(I,J) | 10J = n}, mt = {((1,3) € M | |J| gerade}
2.B. p = 25134 ¢ R(2,3) wird mit ({2,5},(1,3,4}) und M~ = {(I,J) € M | |J| ungerade}. Ferner sei
identifiziert und inv({2,5},{1,3,4}) = invp = 4. .
(IN{n-1}, Ju{n-1}), falls n-1 € I
Wir haben also analog zu (6): y(I,J) = {
(Iu{n-1}, JN\{n-1}), falls n-1 ¢ I
(8) ("] = s inv(I1,J) und w:M ~ R [q] durch
k (IrJ): °
103 = n : (Ig')+inv(I,J)+|I|-l
|I|=k w(I,J) = q

Mit Hilfe der gewichteten Version (5) des KIP wollen wir nun fir e
definiert.

den sog. g-binomischen Lehrsatz: (vx,g € R)
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Klarerweise ist vy &€ SM i Yz Spiound MY = ¢ und man sieht Das Involutionsprinzip von Garsia und Milne (GMIP)
leicht ein, das w(v(I,J)) = w(I,J) fUr alle (I,J) € M. Es seien X = X'UX™ und Y = vtoy™ Partitionen der endlichen
=B, ist g Mengen X und Y, f:X + Y eine sign-erhaltende Bijektion (d.h.
inv(I\n-1,Jun-1) = inv(I,J)=-inv(n-1,J)+inv(I\n-1,n-1) : £1x*] = v* una £(X") =Y), a € Sx eine sign-umkehrende Invo-
= inv(1,3)+1-|J|, wegen lution auBerhalb von xa und B8 € SY eine sign-umkehrende Involution
|3[-inv(n=1,3) = l-inv(I\n-1,n-1). auBerhalb von YB' wobei x° < x* und YB < Y+.
Damit hat man [ 3]+
("3 )+inv(I\n-1,Jun-1)+([I]-1)1
w(I\n-1,Jun-1) = Q(|g|) + inv(L,3)+[T]-1 : Aus unserem Lemma folgt sofort |X | = [Yg}
=4 = w(l,J). In [5] haben Garsia und Milne erstmalig eine Methode zur Kon-
Gleichung (10) folgt nun sofort aus (5), denn struktion einer expliziten Bijektion y:xu - YB zwischen den
IJ{ (Igl)+inv(I,J)+lI .1 obigen Fixpunktmengen angegeben, welche nicht auf einer bestimm-

'y (I?J):(-1) q ten Auflistung der Elemente in xn bzw, YB basiert. Vielmehr wird

IUJ=5 Yy iterativ aus den gegebenen Abbildungen o,8 und f wie folgt ge-

n (M7Ky 4k wonnen: Sei o* := fo und 8% := £ 'B. Sei x € X . Bilde a*(x)ey*:

= X (-n"kgq 2 r  gmvind ey ot L . i .
k=0 (I,3): ist a (x) € Yg, so definiere y(x) := a” (x), ansonsten bilde
10J=n «*8%%x) € Y. 1st o®*8%*(x) € Yy, so definiere y(x) := o"8%a'(x),
ek ITi=k ansonsten bilde q’(B'a')z(x) e Y". 1st a'(B*a’)z(x) € YB' so
. g (-1)k q( 2) (ql)k IQJ (wegen (8)), definiere y(x) := o'(B'a’)z(x), ansonsten mache weiter wie oben,
k=0 %, % # . k

so lange bis a*(B'a')k(x) € Yo und definiere y(x) := a (B8 a ) (x).

und damit ist auch (9) gezeigt. Da8 dieser Fall auch wirklich eintritt, wird durch die Endlich-
keit von ¥ garantiert, d.h. in der fortgesetzten Y'-Liste wiren
einmal zwei Elemente gleich: (o.B.d.A. i < j)

Flir weitere Anwendungen der gewichteten Version des KIP verweisen

. LIV JE - R W # g

wir z.B. auf Zeilbergers Beweis der Newton-Identitit fiir symme- @ (B )7 (x) =a (B7a") (x).

trische Funktionen in [17]).
Nun folgt: X~ 3 (8%a")3 ™ (x) = x € x*, ein Widerspruch zur Dis-

junktheit von Xx* und X.



Also definieren wir fiir jedes x € xa:

y(x) 1= a* (8% X () (4, .

wobei k(x) die kleinste natiirliche Zahl mit u’(B.u')k(X)(x) € YB
ist.
Die Injektivitit der (a,8,f)-iterieaten Abbildung y folgt ganz

analog zur obigen Uberlegung, die Surjektivitdt aus der Symmetrie

der Iteration.

Dieses Prinzip hat bereits zahlreiche interessante Anwendungen ge-
funden. So wurde es von Garsia und Milne {5] benutzt, um erst-
malig einen rein bijektiven Beweis der 1. Rogers-Ramanujan Iden-
titdt (1) geben zu kénnen. Bressoud und Zeilberger [2] gelang

es, ebenfalls gestiitzt auf das GMIP, eine wesentlich vereinfachte,
iterative Rogers-Ramanujan-Bijektion zu finden. In [4] dehnen

sie ihren Zugang auf allgemeinere Identitlten vom Rogers-Ramanujan

Typ aus.

Etwas ausfilhrlicher wollen wir auf das folgende Anwendungsgebiet

des GMIP eingehen:

Inklusion-Exklusionsprinzip und Siebdquivalenz

Sei A = (A1,A2,...,An} eine Familie von Teilmengen einer endlichen
Menge A, B = {81'52""'an} eine Familie von Teilmengen einer

endlichen Menge B.

- 14 -

Fir S € N sei A_ := 1§ Agund Bg := 1 B
SES SES

n

(A, =Aund B, =B). Fiir A_=A\ § A_und B_ =B\ , B

¢ ¢ °© s=1 3 °© s=
gilt nach dem Prinzip von Inklusion-Exklusion (4):

is| - . _qy 18l
(11) |A (-1) |Asf und IBOI = : (=1) IBS;.

I
Scn Scn
Man nennt nun die FamilienA und B sdiebayudvalent, falls IAsl = :Bs
fur alle s c n (vgl. Wilf [15]). In diesem Fall folgt aus (11),
das IAOI = |B°|. FUr siebdquivalente Familien A,B und bei gegebene:
Bijektionen fS:As - Bs fir alle s ¢ n, erméglicht nun das gMIp
die expfizite Konstruktion einer Bijektion YA, * Bo.
Diese Bijektion wird dabei nur von den gegebenen fs abhdngen,

‘-nicht von irgendwelchen Anordnungen der Elemente von Ao bzw. Bo.

Konstruktion von YA, - B°

Seien A,B wie oben. Um das GMIP anwenden zu kénnen, definieren
wir wie im Beweis des Inklusion-Exklusion brinzips:

X := {(a,S) | a € A, S Teilmenge von Eigenschaften von a},

x* = {(a,s) € x | |s| gerade}, X~ := {(a,S) € X | Is| ungerade
und ¥ := {(b,S) | b € B, S Teilmenge von Eigenschaften von b}, -
Yt = ((b,s) € ¥ | Is| gerade}, ¥~ := {(b,s) € ¥ | |s| ungerade}.
Die dem vy im Beweis von (4) entsprechenden Involutionen auf X

bzw. Y seien mit a bzw. 8 bezeichnet.

Um den Iterationsprozes ablaufen zZu lassen, bendtigen wir noch
eine Bijektion f:X » ¥ mit £{x*] = y* ung £lx"] = ¥~. pas wird

jedoch durch die Abbildung
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(a,5) ~ (fg(a),s) fir alle (a,s) € X
: ”
geleistet.
Die (a,B8,f)~iterierte Bijektion y:Ao - B° liefert nun das

Gewiinschte.

Bemerkung: Erstmalig wurde dieser Sachverhalt von Wilf in [15]
untersucht. Ein gewisser Nachteil der obigen Kon-
struktion liegt darin, daB8 es auf die Reihenfolge der Numerierung
der A bzw. Bs ankommen kann. Diese Einschrénkung kann jedoch
beseitigt werden, siehe Gordon [7]. Pir viele wichtige Anwendungen,
wie z.B. Zahlpartitionen, spielt diese Tatsache allerdings keine

Rolle.

Partitionsidentitditen

Sei A = (A1,...,-A1,...,xk,...,xk) mit o '<A1 <, <L, <Ay
e S
n,-mal n, -mal
1 k k
eine Partition von n (kurz: A » n), d.h. Z njxj = n. Jedes
j=1

solche A kann man mit der Multimenge
{n1ﬁx1,...,nk*1k)

identifizieren. Dabei bezeichnet nj'xj das nj-malige Auftreten
des Teils Aj.

Die Vereinigung zweien Multimengen ergibt sich wie z.B.

11,1,2}u(1,2,2,2,3} = {1,1,2,2,2,3}.
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(Die Vereinigung ist also ein “"kleinstes gemeinsames Vielfaches".)

Damit ist flr i,u + n:

A Uwpund A g

definiert.

Die vorhin geschilderte Siebmethode liefert nun ein héchst wirkungs-
volles Werkzeug, um viele klassische Partitionsidentititen, d.h.
die Gleichmichtigkeit bestimmter Mengen von Partitionen, zu be-
handeln. Das GMIP ermdglicht dariiber hinaus sogar die explizite

Konstruktion einer Bijektion der jeweiligen Mengen.

Bei dem nachfolgend angefiihrten Beispiel begniligen wir uns mit

dem Aufstellen der Maschinerie, d.h. mit der Angabe von A,B,AS,BS

und fs.

Satz (Glaisher): 0ie Anzahf der Pantitionen von n in Teife $ O
{mod d) ist gfeich den Anzahe den Partitionen

(12) von n, in denen kein Teil mehn als [(d-1)-mal

aufinite.

Bemerkung: Hieraus folgt ( fiir d=2) unmittelbar die Eulersche
Beobachtung: Pie Anzahl der Partitionen von n in
ungerade Teile ist gleich der Anzahl den Pantitionen

von n in verschiedene Tedile.
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Beweis von (12): A =B = {x | Arn}, A_ = {2 € A | {s.d} ¢ 1}

und B, = {u € B | {des} < u}.
D.h. wir haben fiir § = {51,52,...,sk} < n:

A

g = (A €A | (s4d,s,d,...,5,d} 1} und

Bs

Definiere fS:As - Bs so: jeder Teil sjd von \ € As wird durch

{u € B | {dfs1,d*sz,...,disk} < ul.

disj ersetzt.
Damit 148t man den Mechanismus des GMIP ablaufen und erhidlt

eine B{jektion fUr die in (12) auftretenden Mengen.

Bemerkung: (i) Sehr schén kann man den Iterationsprozeg im Falle
d =2 und n = 18 an der Tafel I in [13] verfolgen. Nach
14 Iterationen erhdlt man z.B. ({2,6,10},¢) als Bild von

({1'1'3131515}0¢)-

(ii) Es ist interessant anzumerken, daB8 die (a,8,f)-iterierte
Bijektion y genau die urspriinglich von Glaisher fiir den Beweis
von (12} angegebene Bijektion [6] liefert, welche von zahlentheo-

retischer Natur und nicht-iterativ ist.

Die hier am konkreten Beispiel der Zahlpartitionen angedeuteten
Uberlequngen lassen sich milhelos fiir wesentlich allgemeinere
Kompositionsstrukturen im Rahmen der Theorie der sog. "prefabs”

durchfiihren (siehe dazu Wilf [15]).
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Als eine weitere, besonders schéne Anwendung des GMIP wire noch
die Arbeit [12] von Remmel zu nennen, in der er bijektive
Beweise von Formeln filir die Anzahl der Standard-Young-Tableaus

vorstellt.

Garsia und Milne entwickelten ihr Involutionsprinzip, um zu
einem bijektiven Beweis der ersten Rogers-Ramanujan Identitdt

(1) zu gelangen. Im folgenden, letzten Abschnitt wollen wir diese
mit kombinatorisch-analytischen Hilfsmitteln zZeigen, um etwas

Einsicht in ihre Struktur zu erhalten.

Beweis der ersten Rogers-Ramanujan Identitdt

k
Sei Pe(n1,n2,...,nk) = {(n,,nz,...,nk) | :1 nj =n
= 1,2,...,k}.

b
und Injl = n, fir j

b
Eine Invension von.(n1,n2,...,nk) € PE(n1,...,nk) ist ein Paar
(a,b) € nixnj mit a > b und i < j. Die q-Multinomialkoeffizienten

sind definiert durch

nytnyte . tny ~ [n1+n2+...+nk]! e
= [n1]![n2]!...[n;TT ur n.‘,nz,...,nk € N.

n1,n2,...,nk

Ubung: Zeige analog dem Beweis von (8) bzw. (6), das

" - ¥ giav(m

(13) n.l,nz,...,nk HEPE(n1,...,nk)

r

wobei inv (M) = Anzahl der Inversionen von n.
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Beim Beweis von (1) wird folgende Identitdt eine zentrale Rolle

spielen (a,b € N ,k € Z mit |k| < min(a,b)):

min(a,b) a+b s2_,2
(14) 2 [ g3 TTk" o (atbyathy
a

. 5 . i a-k!'a+k

J=lk[ =J,3+k,j=k,b-3

Beweis: Vorgangsweise: filr geeignete Mengen X,Y definieren wir
Gewichte w,:X =+ R [q] und wyi¥ + R {q]lso, daB fiir eine

bestimmte Bijektion y:X -+ Y
(15) w1(x) = wz(y(x)) fir alle x € X.

Den beiden Seiten von (14) werden die Summen I w1(x) bzw.
X€X
z wz(y) entsprechen, widhrend aus (15) dann ihre Gleichheit
yEY

folgt.

min (a,b) .
Sei X = j=TkI PE:E (a=j,j+k,j-k,b~j) und
Y =P, (a-k,b+k)xP_ , (a+k,b-k).

-_— 2,2

Fir 1 € X sei w,(N) = qinv(“)+3 -k )
inv(n1)+inv(n2)

q .

fir (n,,0,) € Y sei w,((n,,N,))
1772 2 1772

Aus (13) folgt nun sofort, da = w,(x) = linke Seite
XEX
und Z w,(y) = rechte Seite von (14).
yeY

Zu jeder endlichen Menge M € N sei €y der eindeutig bestimmte

kanonische Ordnungsisomorphismus EyiM - {M] (d.h. fiir

m,m' € Mim < m' o= cM(m) < cM(m'), z.B. fir M = {1,3,5,6} ist,
1356

in der Zweizeilenschreibweise, €y = (1 23 4)).
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Wir definieren fiir I = (A,B,C,D) € X:
y() := (A(%),n(0)), wobei
A (1) (:Aua[A]Ua+k+ccuD[C],
aAUa[B]Ua+k+ccUD[D]) € Pa+b(a-k,b+k)

und
() := (AUB,CUD) € PEIQ(a+k'b-k)
(a+M = {a+m | m € M}, a+$ = 4¢).

Man sieht leicht ein, daB y wohldefiniert und bijektiv ist.

Die gewichtserhaltende Eigenschaft (15) von y folgt aus

inv (AUB,CuUD)+inv (A,B) +inv (C,D)

inv(a,B,C,D)

invu(A,B,C,D)+invA (A,B,C,D) - (§2-k?),

denn

invi(A,B,C,D) = inv(A,B)+inv(C,D)
+inv(a+k+ccuD[C],eAUs[B])
=inv(A,B)+inv(C,D)+(j=k) (j+k).

Damit ist alles gezeigt.

Beispiel: Sei a=b=3, k=1 und

n=({3},{1,5,6},{4},{2}) € X.

Hier ist der Parameter j=2,

A = ({2}u4+(2),01,3,4104+(1})
= ({2,6},{1,3,4,5}),
w(n) = ({1,3,5,6},(2,4)) und
vy () = LoV (32-k?) | 743
v, (y(m)) = qinvk(n)«rinvu(n) - q5+5.
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Fir alle méglichen k multipliziere man beide Seiten von (14)

mit beliebigen Parametern S € R, die Summation iiber k ergibt

-

dann
min(a,b) .2 '
(16) z ck[::§][2121 = z q [3:*%%%§%+TT .
|k |<min(a,b) j=o J II*
_kz
.
k=-3 j-kJilj+kj!
min(a,b) min(a,b) j
nach Ausnutzung von z z = z z .
|k [<min(a,b) j=lk]| j=o k=-j

Von nun an sei q eine reelle Zahl mit lq] < 1.
Ubung: Fiir (a)y := 1, (q), := (1-q) (1-g°)... (1-q0)

und (q)_ 3= (1-q)(1—q2)... zeige:

n 1

[k] *TET; und (q)n + {q)_ fir n - ;.
(Hinweis: [n] = 1+q-|~...<r-qn"1 = %Eg—).

Nach dem Grenziibergang b + = wird (16) zu

2
a ) a j2 3 ckq-k
an E moe s wm P m—er—
k==a ‘Va-x'Va+k  joo @a-j x=-y (@ j+k

Diese Transformation erweist sich als #HuBerst niitzlich, um ver-
schiedenste Identitliten vom Rogers—-Ramanujan Typ zu untersuchen
(vgl. Paule {11]). Der zentrale Punkt dabei ist die Tatsache,
daB die zweite Summe der rechten Seite von (17) die gleiche Ge-
stalt wie die Summe auf der linken Seite aufweist. Daher kann

2
man (17) beliebig oft iterieren (man nimmt jeweils ckq-k an
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Stelle von ck), um die linksseitige Summ.. auf eine wohlbekannte
zu reduzieren, wie z.B. auf den g-binomischen Lehasatz in der

Form (x#0)

’ 2 -1.1/2
(8 g (_1)kq(1/2)k <X . (x 'gq )a}xq
k=-a (q)a-k(qla+k (q)Za

Ubung: (i) Zeige (18) aus (9).

(ii) Folgere aus (18) die Jacobi-Identitdt (x#0):

@ 2 @
(19) o q xk = 1 (1-q2n+2)(1+xq2n+1)(1+x-1q2n+1).

k== n=o

Um (17) beniitzen zu k&nnen, verwandeln wir das Produkt der

rechten Seite von (1) mittels (19) in eine Summe:

= 1 T2 kq(5/2)k2-k/2

(20) n = z (-1)
n=o (1_q5n+1)(1_q5n+4) (@, oo

2
Jetzt iterieren wir (17) mit ¢, = (-1 Kq3/Dk-k/2,

2 .2 . 2
- 3/2)k“-
a (_});:q(S/(Z)l; k/2 - a o3 % (_”kq( /2k“-k/2
k=-a q a-k q a+k j=° (q)a_j k=-j (q)]_k(q) J"’k .
und
: 2 . 2
I cnkg3aRtk2 i g 1 (_1)kq(1/2)l@-k/2
k=-j (q)j-k(q)j+k 1=o (q)j_k k=-1 (q)l-k(q)1+k

Damit sind wir beim g-binomischen Lehrsatz angelangt und der

Knoten entwirrt sich folgendermaBen:
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1 Kk (1/2k3<k/2
5 (-1)"gq : - 1, falls l=o
k=-1 (@ (@) 0, sonst
.
(unmittelbar aus (18)), daher ist
. 2
i enkg3/DK% k2
z (@ -, (@ = g und
==j D 5ok 1V 54k 3
a  _yykd5/2K%-k/2 a 52
(21) z I =X G
k=-a @a-x‘Vask jmo ‘a-31905

Nach a + « in (21) und der Umformung (20) sind wir mit dem

Beweis der ersten Rogers-Ramanujan Identitdt fertig.

Bemerkung: Né&heres zur Entstehung der Rogers—-Ramnujan Identitdt

und ihrer Verallgemeinerungen findet sich etwa bei

Andrews [1].

Iﬁterpretiert man beide Seiten von (1) als erzeugende Funktionen
in q, so entspricht der Gleichheit der Koeffizienten von qn der

folgende partitionstheoretische Sachverhalt: .
Die Anzahl den Pantitionen von n in Teile mit Mindestdifferenz

2 ist gleich der Anzahl den Pantitionen von n in Teile hongruent

1 oden 4 (mod 5).

Z.B.: 9 =9 und 9 =9
8+1 6+1+1+1
7+2 4+4+1
6+3 4+1+., . +1
5+3+1 1+...+1

FUr die Garsia-Milne Bijektion zwischen diesen Mengen ist im

letzten Abschnitt ihrer Arbeit (5] ein APL-Programm zu finden.

[2]

(3]

{4]

{5]

(6]

(7]

(8]

-[9]

[10]

[11]
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