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Einleitung

Sei ~ eine Involution auf einer endlichen Menge M. Die Bahnen

der von y erzeugten Gruppe <y>, welche in natUrlicher Weise auf

14 operiert, bestehen aus einelementigen Mengen, den Fixpunkten

von y, und aus den Mengen I m,y(m)}, wobei y(m) * m.

Em simples Beispiel für die uninittelbare Ausnutzung

dieser Tatsache ist folgende Beobachtung:

O~e Anzaht dvt n~d~L(.cken Tti2cjt von n € li £4~t

ung€~~d~ 9~nau dann, 6aLt4 n Q~ad’~tz~k~ L4t.

(FUr alle djn definiere T(d) :

Der oben formulierte Sachverhalt lä.8t nun mannigfache Erweiterungen

zu, weiche bestimmten kombinatorisoben Objekten besonders angepat3t

schejnen.

So entwickelten A. Garsia und S. ldilne (5] eine neue und anwen—

dungsreiche Technik zur Konstruktion von Bijektionen aus gewissen

IflVOlutionspaaren.

* tJnterstUtzt durch die Alexander von Humboldt—Stiftung

Dainit 1st es ihnen gelungen, gestutzt auf eine Bijektion von

I. Schur (14L erstinalig einen rein bijektiven Beweis der ersten

Rogers-Ramanujan Identität,

n2
(1) 1+~ = 1

n=1 (1—q) (1—q2) . . . (1—q~) n=o (1—q5~~) (1—q5~4)

zu geben.

Weitere Anwendurigen sind: kombinatorische Beweise von Polynom—

Identitäten, Prmnzip der Inklusion und Exklusion, Sieb~quivalenz,

Bijektionen zwischen gewissen Mengen von Zahlpartitionen, bijek—

tive Beweise von Formeln für die Anzahl der Standard—Young—Tableaus,

u.s.w.

Das “klemne” Involutionsprinzip

Eine Permutation a einer endlichen Menge 14, d.h. a E S14, heiBt

Inuo~u~t~Lon, falls 2 1.

Ubung: (i) Für I~ (= Anzahl der Involutionen auf

n {1,2,...,n}) gilt: 1n+1 = mn+nln_1,

10 = Ii = 1.

(ii) Die .erzeugende Funktion der I~ ist

I~ = e

t+-i

Folgende mimer wieder benoti te Tatsache formulieren wir als



Lemma: Se~.. M ~ndL~he M~ng~, “ E S~ e~Ln~ Invotu~tton mUtt “Kleines” Involutionsprinzip (KIP)

dek “Umk~hk-E~g~n4cha~”: Gegeben sei eine disjunkte Zerlegung M = M~âM der endlichen

A Menge M und eine Involution -( E SM mit der Umkehr-Eigenschaft:
(V, ~zU~m~tj

~k U,V ~ M L&t y(m) E S bei M = {m E M I y(m) = in) (F~xpunktrnenge von ~) sei für
I. U, £aLZa in E V Y

in E M\M
YVann L6t d~Le E~nack’tiiflkung von y ~ U, d.h. ~ ~~te — +

( H , falls in E M8~j~k~t.~on von U au6 V. ‘r(in) E ~ +

( M , falls in E M

Beweis: Klar.

(d.h. y ist ~gn-w~Ikehkend au.~8vtho,tb von F), dann gilt

________ Z sign(m) = Z sign(m).

Bemerkung: Wie hier wird auch der GroBteil des Folgenden allge— mEM mEM~

meiner für beliebige Bijektionen, welche die Uinkehr—

Beweis:Eigenschaft besitzen, gultig bleiben. Wir werden uns jedoch je—

weils auf Involutionen beschränkeri, da diese den betrachteten

Z sign(m) = Z sign(m) + E sign(m) + L sign(m)kombinatorjschen Situatjonen in besonderer Weise angepa~t scheinen. mEM ISEM mEM+\M mEM \M

I I

= L sign(m) (mach obigem Lemma).
mEM

VSei H = M~~M eine disjunkte Zerlegung der endlichen Menge H.

BezUglich dieser sei eine “Vorzeichenfurijction” sign(m) für alle

Folgerung: 1st H = M+OM_ und y E S sign—uutkehrend au6erham E M definiert: __________ N

M wie oben, jedoch N ~ 14+, so ist
V I—~ 1, falls in E 141

sign(m) : f
~—1, falls m E M~ Z sign(m) = N = M1 1141.

mEN
Als einfache Folgerung aus obigem Lemma erhält man nun:



Eine besonders schöne Anwendung davon (vgl. Zeilberger t16])

ist das

Prinzip von Inklusion und Exklusion

Gegeben sei eine endliche Menge A und eine Familie

A = (A1 ,A21.~ von Teilmengen von A, wobei A5 = (a € A

a hat Eigenschaft s} für s = 1,2,.. .,n.

Für S ~ n sei A : fl A (Menge aller a E A mit alien
sES

Eigenschaften aus S; A = A).

Sei A0 := A\ U A~, d.h. die Menge aller a € A ohna Eigenschaften

aus n, dann gilt:

(4) 1A01 = ~ (_1)l~iIAsI.

Beweis: Wir definieren M := {(a,S) a € A, S Teilinenge von

Eigenschaften von a), M+ : {(a,S) € M IsI gerade}

und M := {(a,S) E M I SI ungerade). Für alle a E A\A0 sei

k(a) kleiriste Eigenschaft von a.

Es ist nun leicht nachzuprUfen,daü y2 = 1 und y sign—umkehrend

auBerhalb von M1 = { (a,,) € M I a € A0) c M~. Daher folgt nach

(3):

AQI = 1M1l = I’4~I - 1M1

= 1 - I
(a,S)EM (a,S)EM

Em anderes Beispiel .fUr das Auftreten einer Involution wie im

KIP, etwa auf dem Gebiet der Zahlpartitionen, ware z.B. der ele—

gante bijektive Beweis des Eulerschen Pentagonaizahlentheorems

von Bressoud und Zeilberger in [3].

Für kombinatorische Beweise gewisser algebrajscher Identitàten,

z.B. Identitäten in bestijnmten Polynonringen, erweist sich

folgende Form des KIP als nützlich:

Kleines Involutionsprinzip (gewichtete Version)

Seien N = M~ÜM, •r € eine sign—umkehrenae Involution auBerhaib

von N wie oben. Sei w:M • R eine GewichtsfunJctjon von N in einen
Y

geeigneten Ring R.

1st y gtw~Lch~a€khaUend, d.h. für alle a E M:w(’~(m)) =w(m),

= I lA5H~ ~ IA~1
S~n Scn
1sT ~erade 1sT ungerade

Das benötigte y E SM definieren wir nun so:

( (a,Su(k(a))), falls k(a) ~ S
Für a E A\A sei. y(a,S) :

I. (a,S\{k(a)}), falls k(a) E S

und für a E A0 sei y(a,~) := (a,,)

dann gilt:



-, Z sign(m).w(m) = L sign(m)•w(m). dabei ist R(kn_k) die Menge aller Permutationen p E S~, weiche
mEM mEM —

y auf den Blöcicen {1,2,...,k) und {k+1,k+2,...,n} monoton steigende

Funktionen darstellen und inv(p) die Anzahl der Inversionen vonBeweis:

p.

Z sign(m)w(m) = Z sign(m)w(m) + ~ w(m) - E w(m) Z.B. ist ~ = 2 5 1 3 4 E R(213) mit den Inversionen
mEM mEld mEM~\M mEM\M

I .,. (2,1),(5,1),(5,3) und (5,4), d.h. inv(p) =

= Z sign(zn)w(m) (Lemma).
mEN

-( Bemerkung: Das ist nur eine der möglichen kombinatorischen

Eine Anwendungsmoglichkeit dieser Formulierurig bietet z.B.: Interpretationen der [c], für weitere siehe z.B.

Kerber [10] oder Andrews [1].

De~ g—binomische Lehrsatz

Die Gau$poZynom~ (oder q—8Lnom~ ko ~zi~n~t~n) sind definiert Beweis von (6): R(k,fl_k) ist eine Transversale der Linksneben—

durch (n,k € ~) kiassen von der Younguntergruppe 5(k,n—k) j’~

____ S1~ (vgl. z.B. Kerber und ThUrlings [91).

I Th]Ttn—icii , falls 0 ~ k ~ n Dabei ist S(k,n_k) = (a E Sn I o[~1 ~ und a[~\~] =[fl] ~ , wobei(nJ! =

k 1% 0, sorist kanonisch isomorph zum direkten Produkt SkXSnk• Benützt man dazu

[o]~ = I und [n] = 1+q+ 2 n—i noch die wohlbekannte Tatsache, daB

Für reelles q geht [~) im Limes q -~ 1 gegen den gewdhnhichen I = [nil

Binomialkoeffjzjenten (~) (da [n] = 1+q+...+q~ n). 11

FaBt man q als Unbestixnmte auf, so erweisen sich die [~] als (Beweis z.B. durch vollständige Induktion nach n), so erhält man

Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, weiche folgende Inter

pretation zulassen (Goulden und Jackson [8]): [n]! = ~ qiflV(Y) = qiflV(PO) =

vES~ PER(k,n_k)

~flj = q~flV(P) OES(k,n_k)

~~(k,nk)
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2 )~nv(I,J)+I1H1w(I,J) = q

= q1flV(P)+~flV(O)

QER(k n~k)

aES(k,fl_k)

inv(a ) inv(o
= qiflV(Q). Z q Z q 2

olESk O2ESfl_k

(k]I(n—k]! ~ q~flV(D) (nach (7)),
PER (k, n~k)

und damit die GUltigkeit von (6).

Für manche Zwecke ist es nUtzlich, em Element

= r1r2. ..rkrk+l. . .r~ E R(k,n_k) als geordnete Zdengenpartition

({rl,r2,...,rk),{rkl,rk2g...,r}) von ri aufzufassen.

Dabei definiert man natilrlich

inv({rlI...,rk),(rkl,...,r}) : inv(r1r2...r~).

Z.B. ~ = 25134 E R(23) wird mit ((2,5),(1,3,4})

identjfjzjert und inv((2,5},{1,3,4)) = invp = 4.

Wir haben also analog zu (6):

~ — inv(I,J)
— q

(I,J):

1L1J

I =k

Mit Hilfe der gewichteten Version (5) des KIP wollen wir nun für

den sog. q—binomischen Lehrsatz: (~vx,q E ~)

(9) (x-1)(x—q)...(x-q~1) = k=o ~ q(fl;k)(_1)fl_~~~

einen “bijektiven” Beweis geben.

(Für q -~ 1 geht (9) Uber in (x—1)’~ = k=o (~)(_l)n~kxk,

d.h. (9) ist em sog. q—AnaLogon des binomischen Lehrsatzes.)

Beweis von (9): Wir betrachten (9) als Gleichung in 1R~qj[x],

d.h. in Ring der Polynome in x über dem Ring

der reellen Polyriome in der Unbestiinmten q. Kiarerweise ist

(9) ~quivalent zu: für 1 0,1,... ,n—1 gilt

n—kn ~ —k 1k
(10) Z f~] q (_1)fl (q ) = 0.

k=o

Sei M = {(I,J) IOJ = n}, M~ = ((I,J) E M IJI gerade)

und W = ((I,J) E M I IJ( ungerade). Ferner sei

( (I\{n—l}, JU{n—lJ), falls n—l E I
y(I,J) =

~. (Iu{n—1}, J\{n—l}), falls n—l ~ I

und w:M -~ IR [qI durch

definiert.



Kiarerweise ist y E SM mit 2 = 1 und N = • und man sieht

leicht em, dai3 w(’r(I,J)) = w(I,J) für alle (I,J) E M.

Z.B. ist

inv(I\n—1,Jun—l) = inv(I,J)—inv(n—l,J)+inv(I\n—l,n—l)

= inv(I,J)+1—IJ~, wegen

JI—mnv(n—l,J) = 1—inv(I\n—l,n—l)

Damit hat man i~ 1
2uIdhl,j1)÷(11H1)1

w(I\n-l,Jun—l) = q

2 + inv(I,J)+III.1
w(I,J).

Gleichung (10) folgt nun sofort aus (5), denn

0 = r (_l)IJIq 2 )+mnv(I,J)+11H1
(I ,J)

I OJn

n—kn 2
= ~ (-.1)~ q

k=o (I,J):

IOJ=n

I I I =k
n—kn ~ 1k n

= ~ (_flfl~~k q (q ~k1 (wegen (8)),
k=o

Für weitere Anwendungen der gewichteten Version des UP verweisen

wir z.B. auf Zeilbergers Beweis der Newton—Identit~t für symme—

trische Funktionen in [17).

Das Involutionsprinzip von Garsia und Mime (GNIP)

Es seien X = X~X und Y = Partitionen der endlichen

Mengen X und Y, f:X -. Y eine sign—erhaltende Bijektion (d.h.

f(X~) = y~ und f(X1 = ~Th, a ~ S~ eine sign—umkehrende Invo

lution aufierhaib von und 8 € S.~, eine sign-umkehrende Involution

au8erhalb von Y , wobei X ~ X~ und Y c
8 a— 8—

AUS unserem Lemma folgt sofort IXal = ~
In [5) haben Garsia und Mime erstmalig elne Methode zur Kon—

struktion einer expliziten Bijektion y:X -~ Y8 zwischen den

obigen Fixpunktinengen angegeben, weiche nicht auf einer bestimm—

ten Auflistung der Elemente in X bzw. Y8 basiert. Vieimehr wird

y iterativ aus den gegebenen Abbildungen a,8 und f wie folgt ge—

* * —1 * +wonnen: Sei a : fa und 8 := f 8. Sez X E X . Bilde a (x)EY
a

ist a’(x) E Y8, so definiere y(x) : a’(X), ansonsten bilde

a*8*a*(x) E Y~. 1st x’Ba(x) € Y8, so definiere y(x) : a*8*rl*(x),

ansonsten bilde a*(8*a*)2(x) E Y~. 1st a*(8*4z*)2(x) E Y~, SO

* •a 2definiere 1(x) := a (B a ) (x), ansonsten mache weiter wie oben,

so lange bis a*(B*a*)k(x) E Y8 und definiere -r(x) : a*(8*a*)k(x).

DaB dieser Fall auch wirklich eintritt, wird durch die Endlich—

keit von garantiert, d.h. in der fortgesetzten Y+_Liste wären

einmal zwei Elemente gleich: (o.B.d.A. i < j)

* **i *
a (8 a ) (x) = a (B a ) (x).

Nun folgt: X 3 (8*a*)j~(x) = x € X~, em Widers ruch zur Dis

junktheit von und X~.

qmnv(I~J)

und damit ist auch (9) gezeigt.



Also definjeren wir für jedes x E X
a

* * *.k(x)‘y(x) : a (6 a ) (x),

wobej k(x) die kleinste natUrliche Zahi mit *(6**)k(x) (x) E

ist.

Die lnjektjvität der (a,B,f)—~~.~n Abb~tdung y folgt ganz

analog zur obigen tiberlegung, die Surjektivitat aus der Symmetrie

der Iteration.

Dieses Prinzip hat bereits zahireiche interessante Anwendungen ge—

funden. So wurde es von Garsia und Mime [5] benutzt, urn erst—

malig einen rein bijektiven Beweis der 1. Rogers—Ramanujan Iden—

tit~t (1) geben zu kdnnen. Bressoud und Zeilberger [21 gelang

es, ebenfalls gestUtzt auf das Q4IP, eine wesentlich vereinfachte,

iterative Rogers—Ramanujan...Bijektion zu finden. In [4] dehnen

sic ihren Zugang auf allgeineinere Identitàten vom Rogers-Ramanujan

Typ aus.

Etwas ausfUhrlicher wollen wir auf das folgende Anwendungsgebiet

des G111p eingehen:

Iflklusion—Exklusionsprinzip und SiebAguivalenz

Sei A = (A1 ,A21.. ..A~) eine Familie von Teilmengen einer endlichen

Menge A, S = (B1 ,B2b...,B ) eine Familie von Teilrnengen einer

endlichen Menge B.

FUrScNsejA : fl A undB : fl B
—— sES sES

(A~ = A und B, = B). Für A0 = A\~j A5 und B0 = B\~ B5

gilt nach dem Prinzip von Inklusion—Exklusion (4):

(11) 1A01 ~ I (_1)’~IIAsI und ~ = I (~1)~1IBI
cn SS~

Man nennt nun die FarnilienA und B a bci~a~uaten~t, falls A51 =

für alle S ~ n (vgl. Wilf [15j). In diesem Fall folgt aus (11),

daB IA0! = 1B01. Für siebäquivalente Farnilien A,8 und bei gegebene:.

Bijektionen f5:A5 -~ B5 für alle S a n, ermdglicht nun das GMIP

die ~zptZzA.te Konstruktion einer Bijektion -~:A0 + B0.

Diese Bijektion wird dabei nur von den gegebenen ~ abhängen,

rzicht von irgendwelchen Anordnungen der Elemente von A0 bzw. B0.

Konstruktion von y:A0 -. B0

Seien A,S wie oben. tim das GMIP anwenden zu können, definieren

wir wie im Beweis des Inklusion—Exklusion Prinzips:

X : {(a,S) a E A, S Teilmenge von Eigenschaften von a),

X~ := {(a,S) B X I Isi gerade)-, X~ := {(a,S) B X I Is! ungerade

und Y : ((b,S) I b € B, S Teilmenge von Eigenschaften von b),

: {(b,S) e Y I Is! gerade), Y~ := {(b,S) B Y I IS! ungerade).

Die dem y im Bewejs von (4) entsprechenden Involutionen auf X

bzw. y seien mit a bzw. B bezeichnet.

Urn den Iterationsproze6 ablaufen zu lassen, benötigen wir noch

eine Bijektion f:X -, Y mit f(X~j = und f(X] = Y. Das wird

jedoch durch die Abbildung



(a,S) -. ~ für alle (a,S) e•X

geleistet.

Die (a,8,f)—jterjerte Bijeictiori y:A0 ~ liefert nun das

GewUnschte.

Bemerkung: Erstmaljg wurde dieser Sachverha].t von Wilf in (15]

untersucht. Em gewisser Nachteil der obigen Kon—

struktion liegt darin, da~ es auf die Reihenfolge der Numerierung

der A5 bzw. B~ ankommen kann. Diese Einschrãnkung kann jedoch

beseitmgt werden, siehe Gordon [71. Für viele wichtige Anwendungen,

wie z.B. Zahlpartitionen, spie].t diese Tatsache al].erdings keine

Rol].e.

Partitions ident itäten

Sei A = (A1,. ..~A11. _vAk,. ..,Ak) mit 0 < A1 < < <

n -ma]. nk-ma].

keine Pan.~t~f~on von n (kurz: A I- n), d.h. L n.A. = n. Jedes

j=1 ~ Jsolche A kann man mit der Multirnenge

{n1*A11.

identifjzjeren. Dabej bezeichnet ~ das n~—malige Auftreten

des Teils A).

Die Yen. n~cgung zwei~it Mu ~Lmengen ergibt sich wie z.B.

(Die Vereinigung 1st also em “kleinstes gemeinsaines Vielfaches”.)

Damit ist für A,~i b- n:

definiert.

A U ~ und A ç u

Die vorhin geschilderte Siebmethode liefert nun em hdchst wirkungs

volles Werkzeug, urn viele klassische Partitionsidentitaten, d.h.

die Gleichrnachtigicejt bestirninter Mengen von Partitionen, zu be—

handein. Das GMIP ermöglicht darüber hinaus sogar die ezpz~te

Konstruktion einer 8.~jeIzL~on der jeweiligen Mengen.

Bei dern nachfolgend angeführten Beispiel begnUgen wir uns mit

den Aufstel].en der Maschinerie, d.h. mit der Angabe von A.B,ASSBS

und

Satz (Glaisher): V~e AnzLlhZ den. Pan.tLUonen von n ~n Te~f~ ~ 0

(mod dl £~t g~e~.ch den. Anzah~ den. Pcz’t.ttt~onen

(12) von n, ~n denen ke~Ln TeLL mehn. aL~ (d—1l-me~

eu~n.Ltt.

Bemerkung: Hieraus folgt (für d2) unmittelbar die Eulersche

Beobachtung: VZe Anzalzt den. Pan.La~c.onen von n

ungeltade TeLfe Lot gtei..ch den. Anzaht den. Pak~t~~onen

von n ~n ven.4ch~Ledene Te~~ie.

(1,1 ,2)u(1,2,2,2,3) = {1 ,1 ,2,2,2,3}.
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Beweis von (12): A = B = (A A)-n}, A5 = (A € A {s.d) ~ A)

und B5 = (p E B I {d*s} ~

D.h. wir haben für S = {sl,s2.....,sk) ~ n:

A5 = (A E A I {s1d,s2d,. ..?skd) ~ A) und

Bs = (p € B {d*sl,d*s20...,d*sk} ~

Definiere f5:A5 B5 so: jeder Teil s~d von A E As wird durch

d*s~ ersetzt.

Darnit laSt man den Mechanismus des GMIP ablaufen und erhãlt

eine 8Zj~kf~on für die in (12) auftretenden Mengen.

Bemerkung: Ci) Sehr schön kann man den Iterationsproze8 im Falle

d = 2 und n = 18 an der Tafel I in [13] verfolgen. Nach

14 Iterationen erhalt man z.B. ((2,6,1O),~) als Bud von

((1,1,3,3,5,5),•)

(ii) Es ist interessant anzurnerken, daB die (a,B,f)—iterierte

Bijektion y genau die ursprUnglich von Glaisher für den Beweis

von (12) angegebene Bijektion [6] liefert, we3.che von zahlentheo—

retischer Natur und n h.t-Ltpjtaf~v ist.

Die hier sin konkreten Beispiel der Zahipartitionen angedeuteten

Uberlegungen lassen sich mUhelos für wesentlich ailgerneinere

Kornpositionsstrukturen im Rahinen der Theorie der sog. “prefabs”

durchfUhren (siehe dazu Wilf [15)).

Als eine weitere, besonders schöne Anwendung des GMIP ware noch

die Arbeit [12J von Rerninel zu nennen, in der er bijektive

Beweise von Formein für die Anzah]. der Standard—Young—Tableaus

vorstelit.

Garsia und Mime entwickelten ihr Involutionsprinzip, urn zu

einern b~jekt~ven Beweis der ersten Rogers—Rarnanujan Identität

(1) zu gelangen. Im folgenden, letzten Abschnitt wollen wir diese

mit kombinatorisch—ana].ytjschen Hi].fsrnittelri zeigen, urn etwas

Einsicht in ihre Struktur zu erhalten.

Beweis der ersten Rogers—Rarnanujan Identität
k

Sei Pn(nlsn2,...,nk) = ~1’~2’”’~k~ •O ii~ =

—

und fl~ = n~ für j =

Eine Invvtaion von (fl11n2,.. ‘~k~ ~ ~.nk) ist em Paar

(a,b) E IT~XTT~ mit a > b und I < j. Die q—M~nornLaoz~,I.t~bj

sind defjniert durch

n1÷n2+. . .+flk

~l1~20~~ •‘11k

— [nl+n2+...+nkj(
für n

— [nhJi[n2]!...[nk . 1’~2’”’~k E )~.

tibung: Zeige analog dem Beweis von (8) bzw. (6), daB

f 1 inv(TI)
i =~ q

(13) ~ ITEPfl(nl,...,nk)

wobei inv(fl) = Anzahj. der Inversjonen von II.
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Beam Beweis von (1) wird folgende Identität eine zentrale Rolle

spielen (a,b E I~1 ,k E ~ nit Ik~ ~ min(a,b)):

mi~(a1b) ~ a+b j2-k2 — a+b
q — —k~ +k

j=jk( [a—j,j+k,j—k,b—~ a a

Beweis: Vorgangsweise: für geeignete Mengen X,Y definieren wir

Gewichte w1:X — IRIqI und w2:Y -~ ~(qJso, daB für eine

bestimmte Bijektion y:X -~ Y

Sei

Für

für

Aus

und

Wir definieren fUr = (A,B,C,D) E X:

y(fl) : (A(fl),p(l1)),wobei

(~AUa[AlUa+k4ECUD[C],

~AUBLBlUa~CUD~j) E

und

P~,~(a—k,b+k)

ii(11) : (AUB,CUD) € Pa+b(a+k,b_k)

(a+M = {a+m m € MI, a+~ =

Man sieht leicht em, daB y wohidefiniert und bijektiv ist.

(15) w1(x) = w2(’y(x)) für alle x E X.

Den beiden Seiten von (14) werden die Suminen Z w1 (x) bzw.
xEX

E w2(y) entsprechen, während aus (15) dann ihre Gleichhejt
yEY
folgt.

min(a,b)
X = U +b (a—j,j+k,j—k,b—j) und

j=jkI
~a+b (a~k,b+k)xPa+b(a+k,b_k). 2

fix sei w1 (11) Einv(n)+j —k
inv(111)+inv(112)

(1111112) E Y sei w2((n11n2)) = q

(13) folgt nun sofort, daB I w1(x) = linke Seite
xEX

I w2(y) = rechte Seite von (14).
yEY

Zu jeder endlichen Menge M ~ )~ sei der eindeutig bestiinmte

kanonische Ordnungsisoznorphismus LM:M -~ J~J~ (d.h. für

m,m’ E M:m <m’ £M(m) < LM(m’), z.B. für M = (1,3,5,6) ist,

in der Zweizeilenschrejbwejse, CM ~

Die gewichtserhaltende Eigenschaft (15) von y folgt aus

inv(A,B,C,D) = inv(AUB,CUD)+inv(A,B)+jnv(C,D)

= invu(A,B,C,D)+invA(A,B,C,D)—(j2—k2),

denn

invA(A,B,C,D) = inv(A,B)+inv(C,D)

+inv(a+k+CCUD[C),CAUB[B})

=inv(A,B)+inv(C,D)+(j—k) (j+k).

Dainit ist ailes gezeigt.

Beispiel: Sei a=b=3, k=1 und

11 = ( { 3),(1,5,6),{4),{2)) E X.

Hier ist der Parameter j=2,

AOl) = ({2}U4+{2),(1,3,4)tJ4+(1))

= ({2,6},{1,3,4,5})

ji(fl) = ({1,3,5,6),{2,4)) und

w1(fl) = qiflVI1+(J2~k2) = q7~3 =

w2(y(11)) = qiflVA(11)+iflVlJ(1l) q5~5.
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Für alJ.e mogiichen k multipliziere man beide Seiten von (14) Steile von Ck), urn die iinksseitige Sumn~’ auf eine wohibekanrite

mit beliebigen Parametern Ck E ~ die Sununation ilber k ergibt zu reduzjeren, wie z.B. auf den q-b~nom~ch~n L’~a.~tz in der

dann Form (x*o)

a+b a+b min(a,b) ~2 [a+bl! a (_~)kg(1/2)k2xk —1 1/2 1/2

_________ (x q ) (xq ~a__________ — a

(16) Ck[a_k)[a+k) = E q (a—jJl[b—j]! (18) Z _________________

lkj<aiin(a,b) j=o k=-a ~ — (q)~~

j c~g~
[j—kJi [j+kNk=- j

tibung: (i) Zeige (18) aus (9).
min(a,b) rnin(a,b) ~ (ii) Foigere aus (18) die Jacob~-Id€n~tttL~ (x*o):

nach Ausnutzung von E =

kjqnin(a,b) j~kj ~=o k=-j

2n+2 2n+1 —1 2n+l(19) ~ qkxk = IT (l—q )(1+xq )(1+x q ).
Von nun an sei g eine reelie Zahi mit fqj < i. n=o

Obung: Für (q)0 := 1, (q)~ := (1—q)(1—g2)...(1—qfl) Urn (17) benUtzen zu können, ve~andejn wir das Produkt der

und (q)~ := (1—q) (1—q2)... zeige:
rechten Seite von (1) mitteis (19) in eine Summe:[~] ~ und (q)~~ (q) für n -fr

k (q)~

(Hinweis: [n] = 1+q+...+q~1 = !~._). 1 = 1 k (5/2)k2—k/2
1-q (20) 11 5n+1 5n+4

(-1)q
n=o (1—g ) (1—q ) (q)~~ k=—.

Nach dem GrenzUbergang b — wird (16) zu k = (_l)kg(5/2)k_k/2:
Jetzt iterieren wir (17) mit c

2 ka Ck a j c~g 2 a (_1)kq(S/2)k~k/2 a
(17) Z ______ _____________= ___ ______

= ~ g ~ (_1)kq(3/2)k~k/2k~-a ~ ~ k=-j ~ L _____ _______________

k=—a ~ j=o ~a—j k=—j (~)).~(~)J+~

Diese Transformation erweist sich ais äu6erst nütziich, urn ver—
und

schiedenste Xdentitàten vom Rogers-Ramanujan Typ zu untersuchen

(vgi. Paule (11]). Der zentrale Punkt dabei ist die Tatsache, ~ (_1)kq(3/2)k~k/2 = ~ _____ (—1 k (1/2)k2—k/2
z _______ ___________________

daB die zwejte Summe der rechten Seite von (17) die gleiche c;~ k=—j 1=0 ~j—k k-1

stait wie die Sumine auf der linken Seite aufweist. Daher kann

Damit sind wir beim q—binomischen Lehrsatz angelangt und der
man (17) beliebig oft iterieren (man nimmt jeweils c~q~2 an

Knoten entwirrt sich folgendermaBen:
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k (1/2)k2—k/2

k=-J.

a — k (5/2)k2—k/2
~ (1)g

k=-a ~

a j
=~ g
~

Für die Garsia—Milne Bijektion zwischen diesen Mengen ist im

letzten Abschnitt ihrer Arbeit [5] em APL—Programzn zu finden.

______________ — 11, falls l=o

— I. 0, sonst

A

(unmittelbar aus (18)), daher ist

~ (~.1)k (3/2)k2—k/2 1
=—und

k=—j ~j—k~j+k (q)~

(21)

Nach a in (21) und der Umformung (20) sind wir mit dem

Beweis der ersten Rogers—Rainanujan Identität fertig.

Bemerkung: Näheres zur Entstehung der Rogers—Ramnujan Identität

und ihrer Veraligemeinerungen findet sich etwa bei

Andrews [1].

Interpretiert man beide Seiten von (1) als erzeugende Funktionen

in q, so entspricht der Gleichheit der Koeffizienten von q’~ der

folgende partitionstheoretische Sachverhalt:

VJ.e Anzehl den. Pa’t~tLt.~onen von n £n Te~Le ~ M~nde6.tdJ..~~en.enz

2 £~t gte~Lc.h den. Anzah~ den. P~n.~tJ.ti~.onen von n ~.n TeLte kongn.uen.t

1 oden. 4 (mod 5).

Z.B.: 99 und 9=9
8+1 6+1+1+1
7+2 4+4+1
6+3 4+1+..
5+3+1 1+..
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