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Em neuer Weg zur g—Lagrange Inversion

Peter Paule *

Einleitung

Die klassische Lagrangesche Inversionsformel (g=1) behandelt

folgendes Problem:

Zwei formale Potenzreihen f(x) und a(x) (a(o) * o) seien ge—

geben. Gesucht ist eine explizite Formel für die Koeffizienten

c~ der Entwicklung

f(x) = f(o) + k=1 ~ (x)k

Dieses wird durch die Formeln

= LDr~fI(x)c~(x) (1. Version)

c~ = LDTlf(x)cx~~(x) (1—x a~~) (2. Version)

gelöst, wobei D der gewöhnliche Differentiationsoperator und

L das Funktional Lg(x) = g(o) bedeuten.

*
Teilweise unterstützt durch die Alexander von Humboldt-Stiftung.

Eingereicht: 14.3.1985



Urn em q—Avtdogon davon zu bekomnen, ersetzt man (_~~&~5~)1c
k cdx

durch die Folge formaler Potenzreihen X , wobei natUrlich
k

ak(o) * 0 ZU verlangen ist.

In diesern Fall gibt es nur sehr wenige Spezialfälle, für welahe

ahnliche Forrneln wie (1) und (2) gelten.

Einen ausgezeichneten t)berblick uber das ziemlich umfangreiche

und ergiebige Gebiet der Lagrange Inversion (für g=1 und g*1)

bietet J. Hofbauer in [91.

In der vorliegenden Arbeit wird em neuer Zugang zum Problem

kreis der q—Lagrange Inversion unternonnen, in den das

Residuum—FunktiOnal,

= 1
M Z a.,x =

1=-k

eine zentrale Rolle spielt.

Eines der Merkxnale dieses Zugangs wird sein, daB alle Resultate

auch in Limes q -‘- 1 ibren Sinn behalten.

U.a. werden wir em allgeneines neues q—Analogon der Lagrange—

formel geben, weiches das g—Analogon von Andrews, in [11, als

Spezialfall enthhlt.

In wesentlichen hoffen wir, einen besseren Einblick in den

Zusamnenhang einzelner Resultate von Cigler [4], Garsia [6],

Gessel—Stanton [7], Hofbauer [8] und Krattenthaler [1 ii geben

zu kbnnen.



Vorbereitende Definitjorien

Mit L bezeichnen wir den Kdrper der formalen Laurentreihen

Uber dem Körper ~ der komplexen Zahlen.

sei der Ring der formalen Potenzreihen über C.

sei die Menge aller Elemente aus L0, welche em Inverses

bezüglich der Multiplikation in L0 besitzen, also

= {f(x) E L f(o) * o}.

Mit g bezeichnen wir eine feste reelle Zahi mit q * o und

g~<1.FuraE~: [aJ=~4.
Für n,k E W U{o} ist das Go~uj3~ch~ PoLjnom

= {ki![n-k]l 0 ~ k ~ nk o ,sonst

wobei [nil = [1J[2J...[n] und [oil = 1.

Ferner bedienen wir uns der “g—hypergeometrischen° Schreibweise:

(x;q) = (1—x)(1—gx)(1—g2x) = lim(x;q)~

(x)
und (x)~ = (x;g) = für n C ~

(xg~)

Wir definjeren den g-V ~eken on4opeka~to)L D für

f(x) = ! akxk E L analog zur Ublichen Definition (vgl. etwa
k=-m

[5)) durch



(Df) (x) f(cpc)—f(x) k=—m [k]akxk_l.

Abkürzend schreibt man auch f’ (x) an Stelle von (Df) (x).

Ebenso schreiben wir oft - etwas schiampig — Df(x) an Stelle

von (of) (x), wobei jedoch in den konkreten Sachverhalten keine

Deutungsproblelne auftreten werden.

Wie man leicht sieht, geht urn Limes q + 1 der q—Differentiations

operator 0 in den gewohnlichenoifferefltiatiOflsOPeratOr über,

den wir nennen wollen.

D ist also das diskrete q—Analogon des gewdhnlichen Differenti—

ationsoperators.

Der c—OpvLa~to~’L auf L sei wie gewohnlich durch

(Ef) (x) = f(qx)

definiert.

Für a(x) E L definieren wir den Mu~~pL~k on~opvta~to~t a(x)

durch

a(x)f(x) = a(x)f(x).

Wir werden jedoch stets einfach a(x) an Stelle von a(x) schrei—

ben, da die richtige Bedeutung jeweils klar aus dem Zusanunen—

hang hervorgehen wird.



Klarerweise sind alle oben definierten Operatoren linear.

Beim Rechnen mit den Differentiationsoperator D bendtigen wir

hauptsächlich die Produktregel

(f(x)g(x))~ f’(x)g(qx) +f(x)g~(x).

Zu einer eingehenden Betrachtung der g—Operatorentechnjk siehe

man besonders die Arbeiten von Cigler [3] und L5].ions —

Sei f(x) = ~ akx E L. Für den Koeffizienten a~ von x~ in
k=-m

f(x) schreibt man haufig auch <x°>f(x).

Eine besondere Rolle in unseren Untersuchungen spielt <x1>f(x),

deshalb sei das lineare Funktional M auf L für jedes f(x) E L

durch

N f(x) = <x1>f(x)

festgelegt.

Ebenso zeichnen wir das lineare Funktional L auf L aus, indem

wir es für jedes f(x) e L durch

L f(x) = <x°>f(x)

definieren.



Das folgende Lemma zählt alle für uns wichtigen Eigenschaf ten

des Funktionals M auf.

Lemma 1.

(i) Se~Len f(x) ,g(x) E L den. On.dnun9 n(n E ~ ) , bzw. den.

On.deang n+1 (faun.z: ord f = ord g—1), d.k.

f(x) = x~p(x), g(x) = x°~~(x) ~Ln. p(x),~(x) C

Venn gLf..t

— p(o)
g(x) P(o)

(ii) Se~Len f(x) ,g(x) e L mLt ord f > ord g. Oonn g~U

= 0

(iii) Se~Len f(x) = x°p(x),g(x) = x~ip(x) m~L.t ~p(x),I~(x) C

(d.h. ord £ = ord g = n). Venn ~LU

f(x) cp(o)MC ) = Lnlg(x)

(iv) Se~ f(x) e L und n E , g~Lt

[n1M(~-) = M(~~)

(v) Se~ f(x) C L0 und n C ]~U{o), 40 ~LU

LD’~’f(x).



Beweis:

Wir beschränken uns auf die Demonstration von (iii), da sich

diese Eigenschaft als besonders nützlich erweisen wird. Die

Ubrigen Eigenschaften sind entweder trivial, oder folgen eben—

so einfach.

n * 0: Wegen f’(x) = [n]x0_lw(qx) + x1’cp~(x) (nach (3)) ist

= miMi! p(gx)~ (CP(X) ~ L
g(x) x ~p(x) ~)(x) 0

= [j 1~J21 (w(gX) E 4~ip(o) *(x) o

n = 0: M(~g~) M(~(,~) = 0 ~ E L0).

Damit ist Eig.(iii) gezeigt.

Bemerkung:

Is L~Lnie..o q + 1 bLe~Lb.t Lemmo~ 1 gaLt~Lg. Vabe~ geh.t D A~n d~e

gew&hnLLchen V~ enen.t on4opa4aL~to~’L D0 und [n] Le n aben.

(n C

Das allgemeine g—Lagrange Problem

kSei f(x) = ~ fkx E L0 gegeben.
k=o

Wir interessieren uns nun für die Koeffizienten c~ in der

Entwicklung

(4) f(x) k=o WIT gk(x)

wobei g~(x) a~(x) mit ~k(x) C ~ = 1 und a0(x) 1.



Wie man sich leicht Uberlegt, bedeuten die beiden letzten

Bedingungen keine Beschränkung der Ailgemeinheit.

Durch q—Differentiation auf beiden Seiten von (4) ergibt sich

f Cx) = k=o ~ g~(x).

Nun muitiplizieren wir beide Seiten mit h Cx) C L, wobei

h~(x) = 8:X) mit 13n(x) C und ~n(o) = 1 erfUilt sein soil.

f’ Cx) fl Ck g~ (x) Ck
h~(x) = k=o ~ h~(x) + hn(x) k=n+i n~rr ~

Das Funktional M auf beiden Seiten angewanat ergibt - wegen

Lemma 1 (ii) —

n c g’(x)
M h~(x)~ = k=o ~

n—i Ck g~(x) c~

= k=i y~p. M(h (~)~ +

(wegen Lemma 1 Ciii) und g~Cx) = o).

Nun kdnnen wir als Satz formulieren:

Satz 1:

I~t f(x) = ~ f1x1 C L0 gegabea. Se~ f(x) d~iige~teLU aL~
1=0

f(x) = fCo) ~ k=1 ~ g~Cx)

wobe~ g~(x) ~ °k~ C ~nd ~ = 1.



So g~LLt ~ jede FoZge von Pa nz~U~n h~(x) rnLt h~(x) = 13(x)

wob~L I3~(x) ~ und f3~(o) = 1:

-1 n—i Ck g~(x)(5) = L f(D)xB0(D)x~ — [n-i)! k=i ~ M(h())

Beweis:

Nach dem Vorhergehenden bleibt bloB noch

[n—i]! M(~~) = L f(D)xB(D)x~

zu zeigen. Nach Definition der h~(x) und Lenuna 1 (v) ist die

linke Seite gleich

LDnif~(X)B(X) = L f’(D)B~(D)x’~1

= L f(D)xB(D)x~1

nach den Rechenregeln für obige Operatoren (vgl. etwa Cigler

[3]). Damit ist Satz 1 vollständig gezeigt.

Satz 1 hat nun weitreichende Konsequenzen:

Im Limes q + 1 sei g~(x) = (_-~~)k und h~(x) (_~~~~)n1 mit

a (o) 1 (a (x) E

Dann ist (1 ~ k < n und g(x) =

g~(x) k-n
M(h~)

nach Lemma 1 (iv) mit g -- 1 und n = o.



Damit erhalten wir die erste Version der gewdhnlicherz (q=1)

Lagrangeformel (1).

Die q—Lagrangerekursionsforiflel (5) kann man auch direkt an—

wenden. Sum Beispiel: Für Andrews’ q-Ca~LavizahLe~n a~ gilt

folgende Rekursionsformel (vgl. Andrews

[1)).

Sei x = nZi 2~_1x’~(xg)0~ dann gilt

2n—2 n-i
(6) ani = g [2n—2] + q j~i (i_gn )q(1I~•J+l) ~J2fl2n_i_

Wir setzen in den Voraussetzungen von Satz i: f(x) = x, = Cni

= (gx)~ und ~ = a0(qx).

Nun ist L f(D)xBn(D)xni = L a~(qD)x~

n—i+l 21 1 n—i
= L 1 ]q D x

2n—2
— [2n—2]
— [nj n-i

Die zweite Zeile folgt aus der wohlbekannten IdentitBt (siehe

z.B. [51)

1 n—i+l 1
1 lx

Beachtet man, daB

D = [n] und D f(cx) cf’(cx) (cern),
n n+1



so erhält man nach leichter Rechnung

[n—i]! M(~ix)) = q[k]! [n—k] (qfl_k_1)q(k+i)(nkl)[2~k1l],

woraus sogleich (6) folgt.

In Li] gibt Andrews em aligemeines q-AnalOgOfl der Lagrange

Inversion für den Fall = ~(xq)p(xq2)...~(Xq~), wobei

•(o) * o.

Durch Anwendung der Cramerschen Regel auf (5) können wir nun

für beliebige s~(x) E mit ~ = 1 (die letzte Bedingung

= C~_1 bedeutet keine BeschränkUflg der Allgemeinheit) folgenden Satz

formulieren:

Satz 2:

Un~t~Jt clan Voa~zC~Lflg(~n von Sa~tz 1 9ALt:

= LD’~f~(x)B~(X)~ cc~cobai.

~iehe 8(Z) , x8~_1 (x) , X28 2~ , x’~8~ (x)

~n,n—1 , 1 , 0 , 0

B~(x) 1~n,n—2 ‘ ~n—1,n—2 1 • 0

1, 0

Un,i ‘ un—i ,i ‘ ~n—2,1 ‘ ~2,i

(c 8
1 g~(x)

mZt ~‘n,k ~ M(hn(x))•



Nun ist Andrews’ Theorem 1 in [1] folgender Spezialfall von

Satz 2:

cz~(x) = •(xq)~(xq2) . .. •(xq’~)

13~(x) = ,(xqm),(xqm~) ...

für em festes m o.

Wann bekommt die Determinants in Satz 2 eine möglichst einfache

Gestalt?

Das ist i.a. dann der Fall, wenn

g~(x)

____ = 0 für 1 ~ k < n.

In diesem Fall reduziert sich (5) auf die vertraute Form

C = Lf(D)x13~(D)XT~l.

Em nützliches Kriterium für den Fall (9) ist folgendes Lemma.

Lemma 2.

Fan. 1 ~ k < n

g~(x) n-k—i ________

[n—k]!M( ) = IkILD —

h~(x) X ~k qx

n—k—i 6(x)cx~(x)
- [n]LD

ak(x) a~(gx)



= [kJLD~ iS’(x) 1 +
n a~$gx)

+ [njLDn_k_l Bn(x) ak(x)

Beweis:
Cx)

=

13 Cx)
= [n_kl![klM(xk_n_l n J!qkM(xk_fl a~cx)sncx))—[n-kache cxkCx) a~(x)a~(qx)

(Produktregel (3))

= [n_k_1H[k]M(xk_~ 13~(x)ak(x) k—n 8(x)cx~(x)[n]M(x a~(x)cz~(qx))

(Lemma 1 (iv) und [k]+qk[n_kJ = [nJ).

Aus Lemma 1 Cv) folgt nun der erste Teil der Behauptung (11).

Der zweite Teil (12) folgt daraus wieder mit Produktregel (3).

Aus Lemma 2 konnen wir nun alle bisher bekannten Spezialfalle

der q—Lagrange Inversion sehr einfach ableiten:

a) Wählt man 13n(x) QnW, so erhält man aus (11) als hin

reichend für (9):

1 a~(x) 1 cx~(x)(13) IWIa(x)TVTctkCx (1<k<n).

Das ist im wesentlichen Lemma 1 von Hofbauer in [8J.



b) Wãhlt man 13n(X) = a~(qx), so ist der erste Term der rechten

Seite von (ii)

______ n—k-i n

[k]qLD~k~ a~(qx) n-k ci’(x)= [k]g LDa~(qx) cxk(x)

(wegen a(D) ~ = ea(qD), vgl. etwa Cigler [3j).

Wie in a) erhált man als hinreichend für (9):

n cz’(x) k a’(x)
(1 < k < n).(14) 1~T a~(qx) = i-i a~(qx)

Das ist i.w. Lemma 2 von Hofbauer in [8].

c) Wählt man a Cx) = p (x)’f (x) und 13 (x) = p (gx)~(x), son n n n n

wird der erste Term der rechten Seite von (11) zu (Produkt—

regel (3))

n-k-i w’(gx)W~(qx) __________[k]gLD ~ + [k]LDk~ Q(qx)~(gx)

n—k n—k—i Q’(X)~n(X) [k]LD~~_k_l p~(qx)W~(x)(15) = [k]q LD ~ + P~Cqx)~~Cqx)

der zweite Term der rechten Seite von Cii) zu

(16) [n]LD~k~ (pfl(qx)~~fl(x)w~Cx) + Ln]LD~k~ p~(qx)’l(x)W,~(x)~

Vergleicht man nun die linken Seiten Cbzw. die rechten) von

(15) und (16), so ergibt sich als hinreichend für (9):

n q,’(x) k p~(x) ____ ~(x)
und(17) ~ w~(qx) (Pk(P() Ti~T ~ •[~U ~



~ten
Das ist i.w. Krattenthalers Hauptresultat von [11).

(Vgl. dazu auch Hofbauer 19).)

Dieser Fall enthält bei geeigneter Wahl von Wn(X) bzw.

die vorigen Fälle a) bzw. b).

Bernerkung:

Diese Ableitung von c) scheint einiges Licht auf die relativ

lange “Verborgenheit” von Krattenthalers Resultat zu werf en.

Eine besondere Rolle bei der Betrachtung obiger Spezialfalle

spielt der von Hofbauer ([8],[91,[1O)) geprägte Begriff der
ukt

“q—Potenzen”:

Man nennt die formalen Potenzreihen cp~(x)(c~ E ~) q—Pot~nz~n

bezbgZ~h e..LnVL ~e~t vo.’tgegebc~nen Q(x) e L~, wenn w(o) = 1

und

= [a]cp(x)cp(x)

für alle ~ C

Bevor wir die bisher beobachteten Tatsachen zusammenfassen,

wollen wir in analoger Weise, unter der Voraussetzung von

Bedingung (9), em g—Analogon der 2. Version der Lagrangeschen

Inversionsformel geben und einige Hilfssätze anfChren.

ck<n).



Lemma 3:

F(L’~ g(x),h(x) E L g~LU

— h(x)h(qx)

Beweis:

Folgt aus Produktregel (3)

(Ic~i) = g’(x) — g(gx)h’(x)
h(x) h(x) h(x)h(gx)

und M a’(x) = o (Lemma 1 (iii)).

Haben wir nun wie im Satz 1

f(x) = f(o) + k=1 [J~T g~(x)

so legt Lemma 3 folgende Vorgangsweise nahe:

Man wendet auf beide Seiten von (18) den s—Operator an und
h’ (x)

multipliziert anschliel3end beide Seiten mit

(wobei h(x) wie in Satz 1 zu wBhlen ist). Dann auf beiden

Seiten das Funktional M angewandt ergibt

f(qx)h~(x) h1~(x) o~ Ck g~(qx)h1~(x)
M(h(x)h(gx)) = M(f(o) h~(x)h~(qx) ~ k=1 TklT h(x)h~(gx)~

Wegen Lemma 3 reduziert sich das unter der Voraussetzung (9)

g~(x)
M(h(x)) o,

auf



— 17 —

f (gx) h~ (x)
= [fl_1i!M(h(x)h(gx))

-n f(gx)
= [nllq M( n+1 (Bn(x)_ T~T 13~(x)))

x

(Produktregel (3))

13’(x)
= g”LD11f (qx)8 (x) (1- -~-~-~- B~(x)~

(Lemma 1 (v))

Zusainmenfassend formulieren wir

Satz 3:

Un~te~ den Von.ea~4e.tzungen von Se.tz 1 9.LLt:

I”

= C
f(x) = f(o) ÷ E ~~-i- ~~(x)

k= 1

and = o ~Li~ 1 ~ k < n, donn ben.ed~nen 4~ck dJe(x)

Koe~~z~en.ten c~ zu

C LDnlf.(X)6(X)n

(1. Version)

Lf(D)x13(D)x’~

13’ (x)—n n~ x n
nc = q LD ~(gX)13~(X) (1— T~T 8n~’ (2. Version).



Bemerkung 1:

In den oben angefUhrten Spezialfällen a) und b) ((13) und

(14)) wurde die 2. Version von Hofbauer in [8] gegeben.

Bemerkung 2:

Man Oberzeugt sich leicht, daB - wie bei Satz 1 — die 2.

Version (20) im Limes g ÷ 1 in die 2.Versionder gewbhnlichen

Lagrangeformel (2) Bbergeht.

Bemerkung 3:

Selbstverständljch könnte man (20) direkt aus Satz 1 bzw.

dem Spezialfall (10) gewinnen. Jedoch scheint mir die obige

Ableitung (mit Hilfe des Lemmas 3) das Auftreten der 2. Version

besser zu durchleuchten.

Zur Existenz und Eindeutigkeit der 13n(x)

Zentral für die Lbsung des ailgemeinen q—Lagrange Problems ist

die sich aus Satz 1 ergebende Frage:

Für weiche Folge Bn(X) ~ mit 8n~°~ = 1 sind bei gegebener

Folge an(x) E mit a(o) = 1 die Bedingungen

g~(x)
M(h (~)~ = o für 1 ~ k < n

erfüllt?

Wir beschränken uns (o.B.d.A.) auf die Betrachtung der 1. Version

(19).



Da für em beliebiges p(x) E

LD~1f’(x)(B(x)+x”w(x)) = LD~1f’(x)B(x)

g~(x) g~(x)
M( ~ 13(x)) = M( ~ (6(x)+x ~p(x)))

x x

gilt, können wir des Problem auf die Betrachtung der Anfangs—

polynome (n—1)—ten Grades

f3~(x) = ~ + 130 1x +.. .+

.sion

bei vorgegebenen

1i3(x)= ~ 13 xn n,l
1=0

reduzieren.

Nun jedoch ist alles kiar: man überlegt sich leicht, daI3

die Folge der Polynome (n—fl—ten Grades 130(x) mit 130(o) = 1

bei vorgegeberier Folge a0(x) c mit o0(o) = 1 durch die

Bedingungen

g~(x)
0 für 1 ~ k < n

ersion eindeutig rekursiv festgelegt ist.



Wie wir im letzten Abschnitt etwas eingehender ausfUhren wer—

den, ist das eine aquivalente Formulierung der Matrixinver—

sions—Methode, wie sie etwa bei Gessel-Stanton in [7] beschrie

ben und verwendet wird.

In Licht des vorliegenden Ansatzes spaltet sich das ailgemeine

q—Lagrange Problem anscheinend in zwei Fãlle:

1) Für bestimmte ‘geschlossene’ Formen der ~n(x) lassen sich

die zugehorigen l3~(x) “sofort” angeben.

Hier scheinen die q—Potenzen eine bedeutsame Rolle zu spie—

len. Das bisher allgenieinste bekannte Beispiel von q—Poten

zen ist

e ((a[a]+b)xr)r

er(bxr)

das jedoch für die Anwendungen vollkornmen ausreichend ist

(Hofbauer 19]).

Dabei ist er(x) die qr_Exponentialfunktion.

(In e(x) = 1Z0 wird q durch qr ersetzt.

Siehe z.B. cigler [51).

2) Im aligemeinen scheint es jedoch so zu sein, dal3 man für

vorgegebene a~(x) die zugehorigen Bn(x) rekursiv, z.B. mit

g~(x)
M(h (~)~ = o (1 ~ k < n)

ermittein muI3.



Be ispiel:

In [7, Th. 3.2] spielt folgendes Theorem eine zentrale Rolle:

(Damit kann em systematischer Zugang zu q—Analoga quadrati—

scher TransfOrmatiOflen hypergeometrischer Reihen gegeben werden.

Ebenfalls können daraus die Rogers—Ramanujan Identitäten und

eine grol3e Anzahl von Identitäten dieses Typs abgeleitet wer—

den. Siehe [71.)

1st f(x) = ~ f~x1 gegeben. Dann gilt für
l=o

C nn x(x)~, f(x) =

(Ax) n=o (Ax)~(1- ~) (1- .. (1- -~-)
fl

n n—k+1 (Ag) 2n-1 2k
______ 1-Ag(22) c = [ni! ~ f~(_1)flkgfl~~~ 2

k=o (Aq)~~~

Gessel und Stanton geben auch die sog. “derivative form

[7, Th. 3.15] davon an:

1st f(x) = ~ f~x1 gegeben. Dann gilt für
l=o

(x)~, f(x) =

(Ax) 1-qAx2 n=o ~~~n+2~1 ~)(1- 4... (1-

g q
fl n—k fl(k_fl)÷(n~) (Aq)2~1(23) c = [ni!(1—Aq2~) ~ ~ q

k=o (Aq)fl~~(g)fl~

Diese Spezialfälle der q—Lagrange Inversion wurden in [71 mit

der Methode der Matrix—Inversion gewonnen. (Fall 2 in obiger

Diskussion)~



Zur expliziten L~sung (Fall 1) wurde von Krattenthaler der

Weg geebnet.

Wir geben eine leichte verallgemeinerung seines Resultats:

Satz 4:

Gage.ben ~a~L g(x) E L0, Q(x) e and ~(x) E
a ‘i~(x)

~ = cp(x) and ~I~~]- ~(qx) = ‘~(x) ~ atZe a E ]R
Vc~nn g~U ~L’~ d~Le Va~o~taUung

(24) g(x) = k=o ~ (a,b,A,~ e

+ (qbD) -1
(25) = Lg(D)w~(aD)~(bD)X ~(aD)’~’ (qbD) X

A ~i

(1. Version)

and

= LDng(x)~fl÷~(~ x)’f0~(gbx) (1- ~xW(~ x)-bx’V(bx) +

+(1_gA)~x2~p(~x)~Y(bx))

(2. Version)

K~nka2a~t h~ La Liii dLe. 2. V~n~Lon mLt a=b=i and

= = 1 gagaban. Fi1~ dLeoan FcU zaLgta e~ eLn

waL-te.~ Feed von Ln~e~a~soLzn~tea Anwendang~n ([10] , ~Leh~ daza

a.anh [9]).

Zum Beweis von Satz 4 benötigen wir folgendes Lemma:



Lemma 4:

Sei~n ~ Cx) , ‘p (x) E 6~a a 0

~ ~‘ (x)
1 ~(x) = ~(x) and a = ~(x) ~k ~Ua a E ~

T~J p(x) ~‘0(qx)

Oann g~LU ~ ~e4~ta A,j~,a,b E ]R

Qfl+A(ax) ~~(ax) A WA(ax)
ag p(ax)(i) ~(ax) = (ax) T~T ~~(ax) = Q~(gax)

‘V (bx) vbx) ‘V (gbx)
— b(ii) N~~(bX) = ‘V (bx) n W (qbx) = q ‘V(bx) ‘V(bx).

ii n

~0(ax) and ~_~(bx) 4~Lnd aL4c w~LedvL q-Potenzan. (Mctn bact~h~te

[-ni = -q~[nJ.)

B ewe is
cp. (ax) ~fl+A (ax) cp~ (ax)

Ci) ~~(ax) = a cP~(ax)w~(qax)

(wegen (3))

1 vax) a Qfl÷A(ax) ~~(ax) a c~(ax)
Tn1 ~n(ax) ~ ~n+A~~ P~(gax) - T~T p~(gax)

~n+Aj ~A(ax) [A] CPA(ax)a En] ~(ax)
w~(qax) — a w(ax) e~(gax)

WA(ax) [n+A]—[A]
a cp(ax) w~(aax) [nj

‘~A (ax)aq~p(ax) (.~~(gax)



~‘(b ) — b~X — ~(bx)~(gbx)

(wegen (3)).

Der Rest ist analog zu (i).

Beweis von Satz 4:

Wie man leicht sieht, gilt Satz 3 auch etwas ailgemeiner

für ~ = i3~(o) an Stelle von an(o) = 13~(o) = 1 (wegen

Lemma 1 (iii)).

Wir formen (24) urn zu

= k=o Qk÷A(ax) ~k÷~
(ax) ‘P (bx)

Dann sind mit

~k+X~~ ‘Pk+1~~
ak(x) = cPA(ax) ‘P(bx) = CPkX)’Pk(X)

~k+A~~ ‘Pk+~bX)und = WA(ax) ‘P(qbx)

alle Voraussetzungen von Satz 3 (jetzt mit a~(o) = 8~(o))

bzw. von Spezialfall c) (17) (mit vertauschten und

wegen Lemma 4 erfUllt. Daraus folgt alles.

Nun sind die Theoreme (22) und (23) klar:

1 (x)~ 1
Wegen (x)~ = -[nl(qx)~_1 -~-~-y -~-~j— -



und ((1— (1— -~-)...(1—-4~.)) (x)’ = _q~[n] (gx) n

n (x)~

~ (qx)1.~ = -

erhalten wir (22) aus Satz 4 mit A = ii = 0,

g(x) = f(x), a = A, b = 1, Wk(x) = (x)k,~k(x) = (x)_k

und (23) mit A = 2, ~j = 0,

g(x) = ____ f(x) a = A, b = 1, = (X)k, ~‘k~ = (x)_k.
1-qAx

Ebenso könnte der dritte “geschlossene” Spezialfall in

[7, Th. 3.3) durch Satz 4 behandelt werden.

Das aligemeine Theorem dieser Arbeit [7, Th. 3.7] scheint für

einen Ansatz dieser Art zu unhandlich zu sein, jedoch gibt

Hofbauer in [91 einen interessanten Beweis davon, der auf

Matrixinversion verzichtet.

Allerdings scheint mit dem vorliegenden Zugang, em von Gessel

und Stanton in [7] gesteiltes Problem, nämlich einige ihrer

Theoreme in eine allgemeine Theorie einzubetten, einigermal3en

befriedigena aufgegriffen zu sein.



Em zweiter Beweis von Satz 1

Sei wieder f(x) ~ L0 gegeben und mit Sk(X) E

(28) f(x) = k=o ~ g~(x) = k=o ~(x) (c0 = f(o),~0(x)~1).

Hätten wir eine Basisfolge p~(x) von Polynomen n—ten Grades mit

Lg~(D)p~(X) = [nJ!~~ k

so ware

= Lf(D)p~(X) (n P’ 1)

D)p~(x) = L ko -r~~ g~(D)pfl(x) = ko -[~-j~ [k]!~nkcfl)

Diese Idee beruht im Grunde auf Rotas Theorie der Polynome vom

Binomialtyp. (Siehe dazu etwa Cigler [2], [4] oder Hofbauer

[9].) Wir können sie jedoch auch im Fall q * 1 adaptieren:

Für eine geeignete Folge i3n(x) ~ d.h. 80(x) 1 und (an(X)

wie in(28)) Sn(o) = en(0), definieren wir die Folge p~(x)

rekursiv SO:

Sei h0(x) = B~)’ dann sei p0(x) E 1 und für n ~ 1

n—i n-i pk(X) g~(x)
pn(x) = xi3(D)X — [n—li! k1 1k]!

Wie man sich leicht überzeugen kann, sind die Pn(X) Polynome

n—ten Grades.



Nun können wir folgenden Satz behaupten:

Satz 5:

S~ g~(x) ak(x) ~ E ~o’ a0(x) 1 ~nd d~e FoLge

de.~t PoLynome Pn(X) w~e oben d £nAekt. Penn g~U~

Lg~(D)p(x) = [n]! 6n,k

Bewejs:

Für k > n ist Lg~(D)p~(x) = L ~ p~(x) = o

(da grad ~ = n).

Zu zeigen ist: Lg~(D)p~(x) = [n]io~ k für o ~ k ~ n.

Wir führen den Beweis mit vollstandiger Induktion nach n.

Der Fall n = a ist klar.

1st n = 1, so haben wir:

Lg~(D)xB1(D)1 = B1(o)Lg~(D)x

( o, k = o
= ~ ~i ~

= 1, k = 1.

Angenon~men Lg~(D)p (x) = ~m]!5m k für alle m mit 0 m < n:

1 n—i g’(x) Lg~(D)p (x)Lg~(D)p(x) = Lg~(D)xü (D)x~ -In-i)’ m~i M(h(X)) [ml!

1 n-i g’(x)Lg~(D)xf3~(D)x”~ —[n-i]! m~i M(hm(x))~mk

(-Lgfl(D)xi30(D)xnl, k = n

- g’(x)(Lg~(D)xB(D)xn i_[n_i]!M(hk(x)), k < n



Nun ist ~g~(D)X~fl(D)Xn =

= LD~g~(x)8~(x)

(x)
= [n-1HM(

x

(Lemma 1 Cv))

g~(x)
= [n_1iiM(h~j~).

n—i g(x)
Für k = n ist daher Lg~(D)X5~(D)X = [n_1)LM(~~—~-j-)

= [n]~

(Lemma 1 (iii))

Daraus folgt die BehauptUng.

AUS den Satz 5 zusamlnen mit (29) ergibt sich nun sofort die

Behauptung von Satz 1.

In [4] stelite Cigler folgendes Problem:

Man bestimme alle Folgen ak(x), für weiche

L ~~yXnn(D)x [nl!~ k

gilt, wie in den klassischefl Spezialfällen der q—LagrangefOrlflel

von Carlitz und Jackson.



Hofbauer gibt dafür in [8] eine hinreichende Bedingung — auf

der Grundlage der q—Potenzen — an.

Aus den vorangegangenen tiberlegungen und mit Satz 1 können

wir eine notwendige Bedingung angeben, die Hofbauers Kriteriujn

umfaBt, nämlich:

(31) gilt für genau jene Folgen czk(X) E d~0(a0(x) 1), die

(x)
(32) M(g(x)) = o für 1 ~ k < n

erfUllen, wobei g~(x) = ____

~j~usammenhang mit der Matrixinversion

(Zur Betrachtung des Lagrangeproblems als Matrixinversion

siehe z.B. Gessel—Stanton [7].)

Sei f(x) = ~ f1x1 E L0 gegeben und
l=o

(33) f(x) k=o ~ g~(x)

Wobei ~~(x) ~ und (o.B.d.A.) 1.

Dann ist für g~(x) ~~x) cxk(X) = 1

~

Wir bendtigen wieder eine Hilfsfolge h~÷1(x) ~ (no,1,...)



mit B (x) ~ 6{ und B (o) = 1, ansonsten beliebig.n 0 fl

MUltiplik&tiofl von beiden Seiten von (33) mit undn+l

Anwendung von M auf beiden Seiten liefert

n c g(x) c

n+l ~1(x) k=n+iMC f(x)h~1(X) = k=o [T M(h k) +

n c g~(x)
(34) = k~ •t~h M(h~jj~)

(Lemma 1 (ii))

c n-i Ck g~(x)

= + k=o I]ZTf M(h(x))

(Lemma 1 (i)

Wegen Lemma 1 (v) ist

(35) [n]! M(—~-~-~ ) = LD~f(X)B Cx)h Cx) nn+ 1

und wir erhalten den

Satz6:

Se~ g~(~ = a (x) E ~ a (o) = 1, ~ndak(X) k o k

m~U Bk(x) ~ and Bk(o) 1 1~iL~~ k = o,i

So gLU b~ gegebe~n~~n f(x) E L0 ~Lk d~Le Koe~z~Lan-t€.fl c~ ctek

VoJ~-o ~taffLLng

= Ck
f(x) = ~ g~(x)

k=o



n1 Ck g~(x)
(36) = LDr~f(X)B (x) - k=o

LoSt dab~

g~(x)

M(h (x~ = 0 ~ 0 ~ k < n
n+ 1

40 9~LU

(38) c~ = LD°f(x)B(x).

Bemerkung:

(38) ist also eine zweite Variante zur 2. Version der

q—Lagrangeformel. (Vgl. Satz 1.)

Als Beispiel für eine Anwendung dieser Formulierung des

Lagrangeschen Inversionsproblems wollen wir das q—Anoio~on

von GcvL6i~a [61 betracl-iten. Gegeben sei (f(x) ~ L~)

f(x) = ki ~ g~(x) mit g~(x) =

und g(x) -4-;~-, a(x)
o n+1

Wie findet man nun em geeignetes hn+i(x) 8n~’ ~

(x)
(39 M(~—~) = ~ (1 ~ k ~ n) zu erreichen?

Naheliegena ist der unbestinunte Ansatz

h1(x) = cp(x)g~1(x)



für em cp(x) E 6~. AUS technischen GrUnden setzen wir

n+1 g +1 (x)
(40) hn+i (x) = ~(x) = q~~(q~x) für em zunächst

unbestirnrntes ‘Y(x) e 6~. Nun ist

______ = q0 M(~~(qnx) g(x)g(gx)...g(gklx))

n+1 g(x)g(gx)...g(q x)

= qfl MC k ‘V(g’~x)

g(q x) . ..g(q x)

=M( ~(x)

(wegen Ma(cX) = Ma(x) für a E L, c ~ o).

Urn (39) zu garantieren, muB nun em ~‘(x) E existieren, s.d.

(41) M( ‘l’(x) x = órn 0 für alle m = 0,1

Des ist tatsächlich der Fall, denn (41) ist äquivalent zu

(42) ~rn>~(x)aCx)aCx) (X) = ~rn,o (rn = 0,1,...),

woraus sich die Koeffizienten von ‘~‘(x) rekursiv errnitteln

lessen. Daraus folgt auch sofort, daB ‘+‘(x) E ~ e~nda~Lg

bestirnrnt ist.

Aus (34) und (35) folgt nun - wegen (39) und (40):



F~)~ d.Le Koe~ z~&~te.n c~ det Eit~tw~cJa~ung (f(x) ~ L)

f(x) = k=1 r~i~r ~ mLt g~(x) = g(x)g(qx)...g(qk~x) und

g(x) = a(x) E~ eA.ndeutLg do~ du~ch (42)

b~tiinm~te~(x) E 40 dcz$ C = LD’~f(X)t3n(X) mLt

= g (2)~(gnx)scx)o(gx) .. .o(g’1x). (Garsia [61

Abschliel3end möchten wir den Zusammenhang der vorliegenden

Betrachtungsweise mit der Matrizeninversion skizzieren.

Bei diesen tJberlegungen kbnnen wir uns aus bereits bekannten

GrUnden auf die Betrachtung der 13n(x) (von Satz 6) als

Polynome n—ten Grades beschränken.

Wie man leicht uberlegen kann, existiert unter dieser Voraus—

setzung zur vorgegebenen Folge g~(x) = X mit ak(O) = 1x,

(k = 0,1,...) die eindeutig bestinimte Folge von Polynomen

n-ten Grades ~ (n = o,1,...) mit ‘3n~°~ = 1, so daI3 für

h~1 (x) = x

M(hn+l(x)) = 6n,k

gilt.

Wir schreiben 8n~ = i~ Bnix’ ~n,o 1)

Und ~k l=o g~÷~~x’ ~ = 1).



n

______ = 1=k ~1,k6n,n—1 d.h.

(43) 6n,k = ~O

indem wir = setzen.

(Und unter Beachtung der vertraglichen Erweiterungen

= o falls 1 < k, und g~1 = o falls 1 > n.)

Gleichung (43) entspricht dann folgender MatrizengleiChUng

mit unendlichen Dreiecksmatrizen (I = unendi. Einheitsmatrix):

A1A = I, wobei

g010 ~ ~ . . ~.

g~•10 g•;•11 o 0

,~ ~ g2.2 ° 0

—1 —1 —1 —1 —1
~ g01 ~ g013 g010 °



g 0 0 0 .0 0.
0,0

g10 g11 0 .0 o.

g2,0 g21 g22 0 • 0 0

a a g g . .g 0.
n,o n,1 n,2 n,3 n,n

mit ~ = g~1 = 1 (j = o,1,...).

Wir sehen also:

V~e Ko z~Lentan den, dw’tcih d~e 8ad~Lngun~en M(h (~)~ =

n+ 1
0 ~ k < n e~Lndeu.~U~g ba4ftmmten PoZynome B~(x)~

130(x) = + 8n,1X +~ .+

=g +g X+...+g x’~n,n n,n-1 n,o

L~~enjj aLso di~ Inven~4a A1 zu delL, du.n.ch cUe PonzlLe~Lhen

Fo~ge ak(x) bc~.tLmm~en Au4gccng4matlLi.z A.

Analog dazu läJ3t sich auch der durch Satz 1 bestiminte Sach

Verhalt der 1. Version der g—Lagrangeformel interpretieren.

~Sc1~Jie8ende Bemerkung

Wichtige Grundideen zur vorliegenden Arbeit wurden durch die

Vorlesung ‘Kolnbinatorische Identitäten’ von Prof. Cigler

(Wien, WS 1981/82) motiviert.
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