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Ein neuer Weg zur g-Lagrange Inversion

Peter Paule

Einleitung

Die klassische Lagrangesche Inversionsformel (g=1) behandelt

folgendes Problem:

Zwei formale Potenzreihen f(x) und «(x) (¢ (0) % o) seien ge-
geben. Gesucht ist eine explizite Formel fiir die Koeffizienten

ch der Entwicklung

c
- k x .k
f(x) = £(o) + 2l (u(x)) .

k

I8

1

Dieses wird durch die Formeln

n

(1) e = 1™ e (x) o (x) (1. Version)

(2) Sh Lan(x)an(x)(1—x zZQT)) (2. Version)

geldst, wobei D der gewdhnliche Differentiationsoperator und

L das Funktional Lg(x) = g(o) bedeuten.

Teilweise unterstiitzt durch die Alexander von Humboldt-Stiftung.

Eingereicht: 14.3.1985
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Um ein q-Anaﬂagon davon zu bekommen, ersetzt man (;%%T)k
k

durch die Folge formaler Potenzreihen ;, wobei natiirlich

= X
@y (%)
ak(o) * 0 zu verlangen ist.

In diesem Fall gibt es nur sehr wenige Spezialfdlle, fiir welche
dhnliche Formeln wie (1) und (2) gelten.

Einen ausgezeichneten Uiberblick tiber das ziemlich umfangreiche

und ergiebige Gebiet der Lagrange Inversion (fiir g=1 und g#1)

bietet J. Hofbauer in [9].

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Zugang zum Problem-—
kreis der g-Lagrange Inversion unternommen, in dem das

Residuum-Funktional,

a0

1_
M Z a,;x” =a_q .

1=-k
eine zentrale Rolle spielt.
Eines der Merkmale dieses Zugangs wird sein, daB alle Resultate
auch im Limes g - 1 ihren Sinn behalten.
U.a. werden wir ein allgemeines neues g-Analogon der Lagrange-
formel geben, welches das g-Analogon von Andrews, in [1], éls
Spezialfall enthdlt.
Im wesentlichen hoffen wir, einen besseren Einblick in den
Zusammenhang einzelner Resultate von Cigler [4], Garsia [6],
Gessel-~Stanton [7], Hofbauer [8] und Krattenthaler {11} geben

zu kOnnen.



Vorbereitende Definitionen

Mit L bezeichnen wir den K&rper der formalen Laurentreihen
iiber dem Korper € der komplexen Zahlen.

Lo sei der Ring der formalen Potenzreihen iiber €.

ﬁo sei die Menge aller Elemente aus Lo, welche ein Inverses

bezliglich der Multiplikation in Lo besitzen, also

ao = {f(x) € Ly | £(o) # o}.

Mit g bezeichnen wir eine feste reelle Zahl mit g # o und
a

lgl < 1. Flir « € R: [a] = SEE% .

Fir n,k € NWu{o} ist das GauBsche PolLynom

[n]!

[n] < kit[n=k]! ’ 0<k<n
Kl =

o} , sonst ¥
wobei [n]f = [1][2])...[n] und [o0]! = 1.

Ferner bedienen wir uns der "g-hypergeometrischen" Schreibweise:

(x), = (x50) = (1-x) (1-qx) (1-q%%) ...... = lim(x;q)
n-e
(x)
und (x), = (x:;q) = —4— firnez.
(xq)

Wir definieren den g-Differentiationsoperaton D fiir

fix) = 2 akxk € | analog zur iiblichen Definition (vgl. etwa
k=-m

{51) durch




o d =

(Df) (x) = f((xl;fix) = 3 [k]akxk—1
q k=-m

Abkiirzend schreibt man auch £'(x) an Stelle von (Df) {(x).
Ebenso schreiben wir oft - etwas schlampig - Df(x) an Stelle
von (Df) (x), wobei jedoch in den konkreten Sachverhalten keine
Deutungsprobleme auftreten werden.
Wie man leicht sieht, geht im Limes q + 1 der g-Differentiations-
operator D in den gewdhnlichen Differentiationsoperator iiber,
den wir Do nennen wollen.
D ist also das diskrete g-Analogon des gewShnlichen Differenti-
ationsoperators.
Der e-Operator auf [ sei wie gewdhnlich durch

(ef) (x) = £(gx)

definiert.

Fiir a(x) € L definieren wir den Multiplikationsoperator a(x)

durch

a(x)f(x) = a(x)f(x).

Wir werden jedoch stets einfach a(x) an Stelle von a(x) schrei-
ben, da die richtige Bedeutung jeweils klar aus dem Zusammen-—

hang hervorgehen wird.
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Klarerweise sind alle oben definierten Operatoren linear.

Beim Rechnen mit dem Differentiationsoperator D bendtigen wir

hauptsdchlich die Produktregel

(3) (E(x)g(x))' = £'(x)g(gx) + £(x)g'(x).

Zu einer eingehenden Betrachtung der g-Operatorentechnik siehe

man besonders die Arbeiten von Cigler [3] und [5].

8

Sei f(x) = % akxk € L. Fiir den Koeffizienten a, von x® in

k=-m
f(x) schreibt man h&ufig auch <kn>f(x).
Eine besondere Rolle in unseren Untersuchungen spielt <k~1>f(x),

deshalb sei das lineare Funktional M auf [ fiir jedes f(x) € L

durch
M OE(x) = <x ">f(x)
festgelegt.
Ebenso zeichnen wir das lineare Funktional L auf L aus, indem
wir es flir jedes f(x) € L durch

L f(x) = <x>f(x)

definieren.
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Das folgende Lemma z#hlt alle filir uns wichtigen Eigenschaften

des Funktionals M auf.

Lemma 1.

(i) Seien f£(x),g(x) € L der Orndnung n(n € Z ), bzw. dex
Ondnung n+1 (kurz: ord £ = ord g-1), d.h.
£(x) = xM0(x), g(x) = xn+1w(X) fin o(x),p(x) € 6’{0.

Dann gili

f(x)

M(g(X)

) =

(ii) Seien £(x),g(x) € L mit ord £ > ord g. Dann gilt

f(x)

M(g(X)

) =0 .

(iii) Seden £(x) = x"0(x),g(x) = X"W(X) mit o(x),4(x) € R

(d.h. ord £f = ord g = n). Dann gilt

(iv) Sed £(x) € L und n € Z , s0 gilt

(n]-m(EEL) < w0,
X

(v) Sed £(x) € L und n € Nuf{o}, s0 gilt

M(iéi%) g Tﬁ%T LD £ (x) .
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Beweis:

Wir beschrdnken uns auf die Demonstration von (iii), da sich
diese Eigenschaft als besonders niitzlich erweisen wird. Die
Ubrigen Eigenschaften sind entweder trivial, oder folgen eben-
so einfach.

n # o: Wegen f£'(x) = [n]xn_1w(qx) + xnw'(x) (nach (3)) ist

mEAEL = gl S,y (@ ) e

g(x) x ¥ (x) ¥ (x) o
I e(0) ,elgx)
- [n] w(o) (w(x) E ao)-
o £rix), _ o' (x)y _ o' (x)
n = o: M( g(x)) M(w(x) ) o (w(x) € Lo).

Damit ist Eig.(iii) gezeigt.

Bemerkung:
Im Limes q + 1 bledibt Lemma 1 giltig. Dabei gehi D in den

gewbihnlichen Differentiationsoperaton D, und [n] in n dben

(n € 2z) .

Das allgemeine g-Lagrange Problem

Sei £(x) = § kak € L_ gegeben.
k=0 i
Wir interessieren uns nun fiir die Koeffizienten Ch in der
Entwicklung
© )
(4) f(x) = 2 g, (X)
k=0 k]! 7k
/ xX
wobei gk(x) = Wmit uk(x) € RO' uk(o) = 1 und (xo(x) = 1.



Wie man sich leicht iiberlegt, bedeuten die beiden letzten
Bedingungen keine Beschrénkung der Allgemeinheit.

purch g-Differentiation auf beiden Seiten von (4) ergibt sich

f'ix) = 2 g, (x).
k=0 k1T °k

Nun multiplizieren wir beide Seiten mit i }x) € L, wobei
n n
L e, - - .
h,(x) = Bn(x) mit B (x) € RO und 8 (o) 1 erfiillt sein soll.
n ¢ g,.'(x) © c
I A €3 I k k 1 k

h) T o TRIT B * B0 2, TRIT 9k

Das Funktional M auf beiden Seiten angewandt ergibt -~ wegen

Lemma 1 (ii) -

£1(x). n gk( X)
MG = [k] ME )
n-1 c g (x) c
= k k n
= 2, i ME ) T
(wegen Lemma 1 (iii) und gé(x) = o).

Nun konnen wir als Satz formulieren:

satz 1:

Ist £(x) = Z £,x7 € LO gegeben. Sed f(x) dargestelll als

o c
f(x) = £(o) + k§1 TE%T 9y (%)

k
q Xy S
wobedi gy (x) = “k(X) mit ak(x) € Ro und a (0) = 1.



n
, . . . . X
So gili §in jede Folge von Potenzieihen h (x) mit hn(x) = B;TET’
wobed B (x) € Ro und 8 (o) = 1:
ich
n-1 n-1 S gﬁ(x)
(5) Cn =3T3 f(D)XBn(D)X - [n—1]! k§1 m—!— M('hn_(x)-)
Beweis:
Nach dem Vorhergehenden bleibt bloB noch
11.
_ f'&x), _ n-1
[n-1]1 M(hn(x)) = L £(D)x8 (D)x
zu zeigen. Nach Definition der hn(x) und Lemma 1 (v) ist die
n linke Seite gleich

™ e 8, (x) = T £1(0)8_ (D)x™"

¥

L £(D)x8_(D)x""

nach den Rechenregeln fiir obige Operatoren (vgl. etwa Cigler

[3]). Damit ist Satz 1 vollsténdig gezeigt.

Satz 1 hat nun weitreichende Konsequenzen:

x)n

Im Limes q » 1 sei gy (x) = (EfiT)k und h_(x) = (a(x)

mit

a{o) = 1(a(x) € Ro).

Dann ist (1 <k <n und g(x) = E%%T)
I X X k-n
M('hnT)) = % M((g(x))")
=0

nach Lemma 1 (iv) mit @ - 1 und n = o.
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Damit erhalten wir die erste Version der gewShnlichen (g=1)

Lagrangeformel (1).

Die g-Lagrangerekursionsformel (5) kann man auch direkt an-—
wenden. Zum Beispiel: Fiir Andrews' g-Catafanzahfen En'gilt
folgende Rekursionsformel (vgl. Andrews

1h.

sei x = I En_1xn(xq)n, dann gilt
n=1
2n-2 n-1 . . . .
- o 2n-2 DIy o (=341 (3-1) (23752
(Epet = “mpineiiiae jf1 (1-a" “)q ["5_4)eng-
Wir setzen in den Voraussetzungen von Satz 1: f(x) = x, cn = En—1

_ 1 1 =
un(x) = T—I;T!— ((]_ng und Bn(x) = an(qx) .
n=-1

Fun ist L £(D)x8 (D)x L czn(tt_{D)xn-1

1 - - -
el 12 [n 1+l]q21Dlxn 1
=0

2072 2n-2,
n n-1-°"°

Die zweite Zeile folgt aus der wohlbekannten Identit&t (siehe

z.B. [5])
1 e rn-1+1,.1
(M — = Z [ Ix™.
e 1=0 .
Beachtet man, daB
(8) D (;) = [n] (x; und D £(cx) = cf'(cx) (c€R),



so erh#lt man nach leichter Rechnung

(k]

g (x) n-k (k+1) (n=k=1) ; 2n-2k-1
[n-1]! M(E;TET) = g[k]! =k (q -a [ 1,

n-k-1

ews woraus sogleich (6) folgt.

In [1] gibt Andrews ein allgemeines g-Analogon der Lagrange

Inversion fiir den Fall uk(x) = ¢(xq)¢(xq2)...¢(an), wobei

¢ (o) # o.
T
-1]cn—1-' Durch Anwendung der Cramerschen Regel auf (5) kOnnen wir nun
fiir beliebige an(x) € Ro mit un(o) = 1 (die letzte Bedingung
n - Sn-1 bedeutet keine Beschrdnkung der Allgemeinheit) folgenden Satz
formulieren:
Satz 2:
¥
Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilz:
= n-1_., 2
¢, = LD £1(x)B (%), wobed
siehe B (%) , xB__, (o) , x2B__,00 L ... %7 B ()
un'n_1 ’ 1 ’ [o} el BAS.YN 0
Bn(x) = |*a,n-2 * ¥n-1,n-2 ' 1 LIS U o
. 1, [e]
“n,7 ' ¥n-1,1 ' ¥n-2,1 R R
(c € R), ]
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Nun ist Andrews' Theorem 1 in [1] folgender Spezialfall von

Satz 2:

o (xq) 6 (xa®) ... o (xd™),

o (xgM o (x@™ ) ... 6 (xd™P7T)

an(x)

[}

8 (x)
fiir ein festes m 2 o.

Wann bekommt die Determinante in Satz 2 eine mdglichst einfache
Gestalt?

Das ist i.a. dann der Fall, wenn

gi(x)

(9) M(B;TiT) = 0 fiir 1 <k <n.

In diesem Fall reduziert sich (5) auf die vertraute Form

(10) c, = Lf(D)xBn(D)xn—1.

Ein niitzliches Kriterium fiir den Fall (9) ist folgendes Lemma.

Lemma 2.

Firn 1 <k <n gilt:

g (x) v_q B'(x)a, (x)
k) (kjmotk n k( N
hn(x) o (X)ap gx)

[n-k]!M(

(11)
_ [n]LDn_k_1 Bn(x)ui(x)
ak(x)ak(qx)



ache

na.

=

= A
= [x]op" k-] 8 (x) q—(%g +
(12)
+ [n)LpR k1 B, (x) (;;%;T)'-
Beweis: 0
P (x
[n—k]!M(-i:T)—)
= [n-k]t{kIM(E! f:;i;)-[n—knqkmmk'“ ;%—S;%i—))

(Produktregel (3))

Bﬁ(x)uk(x)

k-n
= k- 1 —_— [ n~k -~ 1
[n-k-11![kIM(x 2, 0 o (G0 [n-k=1]![n]M(x

k=-n Bn(x)ui(x) )
oy (X) oy (gx)

(Lemma 1 (iv) und [k]+qk[n—k] = [n]).
Aus Lemma 1 (v) folgt nun der erste Teil der Behauptung (11).
v

Der zweite Teil (12) folgt daraus wieder mit Produktregel (3).

Aus Lemma 2 kOnnen wir nun alle bisher bekannten Spezialfille

der g-Lagrange Inversion sehr einfach ableiten:

a) Wdhlt man Bn(x) = an(x), so erhdlt man aus (11) als hin-

reichend fiir (9):

1 °opx) 1 o x)

KU Tl s, (@ - Tk 5, ¢ Sk <n.

Das ist im wesentlichen Lemma 1 von Hofbauer in [8].
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b) Wdhlt man Bn(x) = an(qx), so ist der erste Term der rechten

Seite von (11)
k-1 %pfax) = roq @l (x)
n-k-1 "n - [k]qn kLDn k-1 “n
ak(qx) ay (%)
(wegen a(D) e = ea(gD), vgl. etwa Cigler [3}).

{k]qLD

Wie in a) erhdlt man als hinreichend fiir (9):

n ag(x) k ai(x)

B AT ayt@n T T a0@n TSk <m-

Das ist i.w. Lemma 2 von Hofbauer in [8].

c) Wahlt man an(x) = wn(x)vn(x) und Bn(x) = wn(qx)w (x), so

wird der erste Term der rechten Seite von (11) zu (Produkt-

regel (3))
n-k-1 ¢6(qx)vn(qx) n-k-1 ¢n(qx)W£(x)
[k]qLD o (@ ¥, (@0 | oy (ax) ¥y (gx)
T n-k, n-k-1 9n¥) ¥ () n-k-1 ®n{3¥) ¥5 (x)
(15) = [k1g" "D 5;1;77;757 + [klwp o, (@) ¥, (qx)

der zweite Term der rechten Seite von (11) zu

n-k=-1 @p (@X) ¥ (xX) ey (x) n-k-1 @p (@) ¥ (x)¥g(x)
(16058 (211D o, (¥, (D oy (@) * LPILP ¥, (50 0y (@) ¥, (@%)

Vergleicht man nun die linken Seiten (bzw. die rechten) von

(15) und (16), so ergibt sich als hinreichend fiir (9):

n o} ' (x) o (x) W (x) ! (x)
k 1 R
SO € M 3 fLT o @0 8 o] TG0 T TR T, 00 ()

(x



aten

ukt-

)Wi(x)

)Wk(qx)'

von

<k<n) .

= 5 =

Das ist i.w. Krattenthalers Hauptresultat von [11].
(Vgl. dazu auch Hofbauer [9].)
Dieser Fall enthidlt bei geeigneter Wahl von wn(x) bzw.

Wn(x) die vorigen Fdlle a) bzw. b).

Bemerkung:

Diese Ableitung von c¢) scheint einiges Licht auf die relativ

lange "Verborgenheit" von Krattenthalers Resultat zu werfen.

Eine besondere Rolle bei der Betrachtung obiger Spezialfédlle
spielt der von Hofbauer ([8],[9],[10]) geprégte Begriff der

"g-Potenzen":

Man nennt die formalen Potenzreihen wa(x)(a € IR) g-Potenzen
beziiglich einern fest vorngegebenen ¢(x) € Ly, wenn mu(o) =i

und
1 -
0y (%) = [alo (x)e(x)
fir alle ¢ € R .
Bevor wir die bisher beobachteten Tatsachen zusammenfassen,
wollen wir in analoger Weise, unter der Voraussetzung von

Bedingung (9), ein g~Analogon der 2. Version der Lagrangeschen

Inversionsformel geben und einige Hilfss&tze anfiihren.
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Lemma 3:

Fin g(x),h{x) € L gilzt

g' (X) _ glgx)h'(x)
MEREY T MAGonen )

Beweis:

Folgt aus Produktregel (3)

(g(x)) _g'(x) _glgx)h'(x)
h{x) h(x) h(x)h(gx)
und M a'(x) = o (Lemma 1 (iii)).

Haben wir nun wie im Satz 1
(18) f(x) = f(o) + kz1 %17 9k (%)

so legt Lemma 3 folgende Vorgangsweise nahe:

Man wendet auf beide Seiten von (18) den e-Operator an und
h'(x)

—— | LN S

h_ (x)h (gx)

(wobei hn(x) wie in Satz 1 zu wdhlen ist). Dann auf beiden

multipliziert anschlieBend beide Seiten mit

Seiten das Funktional M angewandt ergibt

f(gx)h] (x) hi (%) ® ¢ gyplaxihp(x)

M TR, S T MEO) ey oy TRIT BB, (qx))

Wegen Lemma 3 reduziert sich das unter der Voraussetzung (9),

(x)

h (X)) = 0,

auf



x)
X)

117K -

flgx)h] (x)
- ] ————
n [n 1].M(hn(x)hn(qx))

o}
]

[n]!q“nM(éiﬂil
x

(Produktregel (3))

X L]
o (Bn(X)— TaJ Bn(x)))

B (x)

(Lemma 1 (v)).

Zusammenfassend formulieren wir

Satz 3:

Unter den Voraussetzungen von Satz

Is2

o c
k
f(x) = £f(o) + Z g, (x)
k=1 [x]T ®k

gl {x)
und M( k

Koeggizienten c, zu

- n-1 [
¢, = LD £ (x)Bn(x)
(19)
= Lf(D)xBn(D)xn'1
(20) c = q"nLan(qx)sn(x) (1-

-n,.n X 'n
g "Lb f(qX)Bn(x)(1— Tl E;TET)

1 gilt:

x Ba 00
nT B, ()

E—TET) =0 {ir 1 <k <n, dann berechnen sich die
n

(1. Version)

(2. Version).
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Bemerkung 1:
In den oben angefiihrten Spezialfdllen a) und b) ((13) und

(14)) wurde die 2. Version von Hofbauer in [8] gegeben.

Bemerkung 2:

Man tiberzeugt sich leicht, daB - wie bei Satz 1 - die 2.
Version (20) im Limes g + 1 in die 2. Version der gewdhnlichen

Lagrangeformel (2) iibergeht.

Bemerkung 3:

Selbstverstidndlich k&nnte man (20) direkt aus Satz 1 bzw.
dem Spezialfall (10) gewinnen. Jedoch scheint mir die obige
Ableitung (mit Hilfe des Lemmas 3) das Auftreten der 2. Version

besser zu durchleuchten.

Zur Existenz und Eindeutigkeit der Bn(x)

Zentral fiir die L&sung des allgemeinen g-Lagrange Problems ist

die sich aus Satz 1 ergebende Frage:

Fiir welche Folge Bn(x) € ﬁb mit Bn(o) = 1 sind bei gegebener
Folge an(x) € ﬁo mit an(o) = 1 die Bedingungen
gi(x)

k0L o <
M(hn(x)) o fiir 1 <k <n

erfiillt?

Wir beschrénken uns (0.B.d.A.) auf die Betrachtung der 1. Version

(19).
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‘sion

ist

ersion

=5 g

Da flir ein beliebiges o(xX) € ﬁo

o™ e (x) (8, (x)+x%0(x)) = LD" £ (x) B, (x)
und
g, (%) g, (x
M 8 (0) = M (8 0 4P (x)))
X X

gilt, k&nnen wir das Problem auf die Betrachtung der Anfangs-

polynome (n-1)-ten Grades

Bn(x) = Bn,o + Bn,1

bei vorgegebenen

reduzieren.

Nun jedoch ist alles klar: man Uberlegt sich leicht, daB

die Polge der Polynome (n-1)-ten Grades Bn(x) mit Bn(o) =1
bei vorgegebener Folge un(x) € ﬁo mit un(o) = 1 durch die
Bedingungen
gy (%)
M(z——) = o f£fir 1<k <n
h  (x)

eindeutig rekursiv festgelegt ist.
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Wie wir im letzten Abschnitt etwas eingehender ausfiihren wer-
den, ist das eine &dquivalente Formulierung der Matrixinver-
sions-Methode, wie sie etwa bei Gessel-Stanton in [7] beschrie-

ben und verwendet wird.

Im Licht des vorliegenden Ansatzes spaltet sich das allgemeine
g~Lagrange Problem anscheinend in zwei Fdlle:
1) Fiir bestimmte "geschlossene" Formen der o, (x) lassen sich
die zugeh&rigen Bn(x) "sofort" angeben.
Hier scheinen die g-Potenzen eine bedeutsame Rolle zu spie-
len. Das bisher allgemeinste bekannte Beispiel von g-Poten-
zen ist
e ((alal+b)x")
(21) ¢, (x) = ———;—7;;;;-——— ,
r
das jedoch fiir die Anwendungen vollkommen ausreichend ist
(Hofbauer [(9]).
Dabei ist er(x) die qr-Exponentialfunktion.

(In e(x) T%TT wird g durch qr ersetzt.

= Z
1=0
Siehe z.B. Cigler [5]).

2) Im allgemeinen scheint es jedoch so zu sein, daB man fiir
vorgegebene an(x) die zugehdrigen B, (x) rekursiv, z.B. mit

gy (%)

M(En(—x))=0 (1<k<n)

ermitteln mus.



Beispiel:

In [7, Th. 3.2] spielt folgendes Theorem eine zentrale Rolle:
(Damit kann ein systematischer Zugang zu g~Analoga quadrati-
scher Transformationen hypergeometrischer Reihen gegeben werden.
Ebenfalls koénnen daraus die Rogers-Ramanujan Identit&dten und
eine groBe Anzahl von Identitdten dieses Typs abgeleitet wer-

den. Siehe [7].)

Ist f(x) = Z flxl gegeben. Dann gilt fir
1=0
(%X)es e x"
f(x) = Z
(ax),, n=o M (ax)_(1- %) (1- ——).. (1- £
N > - k+1 (ag) ., 3 . 2k
(22) c_ = [nlt T £(-D —kgn (k-n) +{ ) - )2" -1, 1( 1)’@
k=0 Dk Vpx °

Gessel und Stanton geben auch die sog. "derivative form"

[7, Th. 3.15] davon an: v
Ist f(x) = Z flxl gegeben. Dann gilt fir
1l=0
(x)oel Be ()Pt Soaln x"
(Ax)e 4 _ 2 ___ o]l - X - X SN XE
1-gAx n=o (ax) (1 a)(1 5) ... (1 =)
n . n- k+1 (na),
(23) e, = [nJ!(1—Aq2n) 5 L (- _1)h- -k n(k n)+( ) 73—7_22717_—_
k=0 @ ek 'Y n-x

Diese Spezialfille der g-Lagrange Inversion wurden in [7] mit
der Methode der Matrix-Inversion gewonnen. (Fall 2 in obiger

Diskussion).
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Zur expliziten L8sung (Fall 1) wurde von Krattenthaler der
Weg geebnet.

Wir geben eine leichte Verallgemeinerung seines Resultats:
Satz 4:

Gegeben sed g(x) € L or ® (x) € ﬁo und ¥ (x) € ﬁ mit
1 0y (%) o ?'(X)

= o(x) und 2 = ¥(x) §lr alle ¢« € R .
o] wa(x) %ET ¥ (ax)
Dann gilt §ir die Darnstellung

© c k
k X
(24) gix) = Z (a,b,2,u € R) .
kmo LKTE 0y (3X) ¥y, (bX)
0] (aD)} ¥ (gbD) _
(25) ¢, = Lg(D) o, (aD) ¥  (bD)x ET;D)W (ggg) e
A u
(1. Version)
und

(26) c. = LDg(x)e. .. (& X) ¥, (qbx) (1= %xw(i x) -bx¥ (bx) +

n n+x g
A= u)ab 2

+(1-g =—x w(~x)w(bx)).

(2. Version)

Krnattenthaler hat in 111] die 2. Vensdion mit a=b=1 und
wu(o) =¥ (o) =1 gegeben. Fin diesen Fall zedigile en ein
wedites Feld von Linteressanten Anwendungen ([10) , siehe dazu

auch [91).

Zum Beweis von Satz 4 bendtigen wir folgendes Lemma:



-

T
Lemma 4:
Seden wa(x), Wa(x) € ﬁo mAt
ey (x) o ¥i(x)

I. m aa—(—x)— = (D(X) und ?—]- v (qX) = ‘l’(X) 6&’1 alle o € R .

| Dann gilt §ir feste r,u,a,b € R:

) g B0 e e
. (i) wn(ax) = GITEET_— ~ TaJ $;75;7 = aq a;jag;y o (ax) ,
(bx) n V (bx) ¥ (gbx)
.. ~ _ n+u —l-l u
(11) ¥, (bx) = 7 bR ~ G v _(abx) ¥ By Y

on(ax) und ¥_ (bx) sind also wieden g-Potenzen. (Man beachte

[-n] = -g"®[n].)

Beweis:
n+l(aX)wx(aX)-wnH
wk(aX)wk(an)

(aX)wi(aX) ¥V

(1) o) (ax) =

(wegen (3))

1 eplax) el (ax) e, (ax) a ©(ax)

o7 § (ax) - TnJ ¢ty (3X) 0, (qax) = Tn] @, (qax)

_ _ In+a) S 131 0, (ax)
=a hy elax) ¢, (@ax) ~ 2 Tn] @ (ax) v, (gax)

_ 0, (3%) 43 ]-[a]
rama ) @, (gax) n]

@, (ax)
= aqkw(aX) A

wl(an)
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Y5+u(bx)wu(qu)—wn+u(qu)w;(bx)
Wu(bx)wu(qu)

(ii) E5<bx) =b

(wegen (3)).

Der Rest ist analog zu (i).

Beweis von Satz 4:

Wie man leicht sieht, gilt Satz 3 auch etwas allgemeiner
fir an(o) = Bn(o) an Stelle von un(o) = Bn(o) = 1 {wegen
Lemma 1 (iii)).

Wir formen {(24) um zu

¢ xk

0, (ax) ¥ (bx)g(x) = kzo TRTT oy (o) ¥y, (B)

wk(ax) Wu(bx)

Dann sind mit

¢ (ax) ¥ (bx)
. k+2 k+yu o~ ~
s = = @ ¥ %) oy (x) ¥y (x)
©® (ax) v (gbx)
. _k+x k+p o~ ~
und Bk(x) = (P)‘ (ax) Sl ‘yu (qu)“ CDk(X) ‘*‘k(qx)
alle Voraussetzungen von Satz 3 (jetzt mit an(o) E Bn(o))

bzw. von Spezialfall c) (17) (mit vertauschten Gk und Wk)

wegen Lemma 4 erfiillt. Daraus folgt alles.

Nun sind die Theoreme (22) und (23) klar:

a_,
g

|

[}
5
|
i

Wegen (x)} = —[n](qx)n_1 =



— 95 —

= 1
und ((1- 2 (1= FH) ... (=) = ()L = -g al(gn) | =
q q

S S

%ﬂ (ax) _ T-x
erhalten wir (22) aus Satz 4 mit A = y = o,
g0 = I £(x), a=A, b=1, o (0 = (x),,¥0x) = (x)_,
und (23) mit A = 2, u = o,
g0 = G- L8 s b2, g0 = 0y = .

1-gAx

Ebenso kdnnte der dritte "geschlossene" Spezialfall in

[7, Th. 3.3] durch Satz 4 behandelt werden.

Das allgemeine Theorem dieser Arbeit [7, Th. 3.7] scheint fiir
einen Ansatz dieser Art zu unhandlich zu sein, jedoch gibt
Hofbauver in [9] einen interessanten Beweis davon, der auf

Matrixinversion verzichtet.

Allerdings scheint mit dem vorliegenden Zugang, ein von Gessel
und Stanton in [7] gestelltes Problem, némlich einige ihrer
Theoreme in eine allgemeine Theorie einzubetten, einigermaBen

befriedigend aufgegriffen zu sein.
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Ein zweiter Beweis von Satz 1

Sei wieder f(x) € Lo gegeben und mit ak(x) € ﬁo

Cp o c k

3 k X
(28) f(x) = Z g, (x) = % ——— (¢ = £(0),0_(x)=1).
k=0 k]t “k k=0 kit ak(x) o o
Hitten wir eine Basisfolge pn(x) von Polynomen n-ten Grades mit
Lg, (D)p, (x) = [nlis
so wire

(29) c, = Lf(D)pn(x) (n21) .

oo (o] e c
X k
LE@Ip, 0 = 2 iy o Pippta) = E oy (KItey pey)

Diese Idee beruht im Grunde auf Rotas Theorie der Polynome vom
Binomialtyp. (Siehe dazu etwa Cigler [2], [4] oder Hofbauer
[9].) Wir koénnen sie jedoch auch im Fall g # 1 adaptieren:

Fiir eine geeignete Folge Bn(x) € ﬁo’ d.h. Bo(x) = 1 und (an(x)
wie in (28)) Bn(o) = an(o), definieren wir die Folge pn(x)

rekursiv so:

Sei h (x) = E—n—’(‘x—), dann sei p,(x) = 1 und fiir n > 1
n-1 n-1 p (x) gy (x)
= - [n-1Jt = X
(30) Pn(X) Xﬁn(D)X [n-1]! Aigs SR M(hn(x))-

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, sind die pn(x) Polynome

n-ten Grades.
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Nun kénnen wir folgenden Satz behaupten:

Satz 5:
Sed g, (x) = EﬁTET mit a, (x) € & , a_(x) = 1 und die Folge

den Polynome p,(x) wie oben definient. Dann gilt

Loy (D)p,(x) = [n]t 6 o .

Beweis:
Dk
Flir k > n ist Lgk(D)pn(x) =1 o) pn(x) = 0
k
(da grad pn(x) =n).
= Zu zeigen ist: Lgk(D)pn(x) = [n]!an k fiir o < k < n.

Wir fiihren den Beweis mit vollstidndiger Induktion nach n.
Der Fall n = o ist klar.

Ist n = 1, so haben wir:

Lg) (D)x8, (D)1 84 (o)Lgy (D)x

o, k =o0
{ 84 (o)
u1(0) =1, k = 1.

Angenommen Lgk(D)pm(x) = [m]!dm'k fiir alle m mit o €< m < n:
-1 *{x) Lg, (D)p_(x)
_ n-1 . Im k m
Lgk(D)pn(x) = Lgk(D)xBn(D)x -ln-1]1 m§1 M(hn(x)) €O
_ n-i g!(x)
= Ly (D)x8_(D)x" '=[n-1]1 -z M(EfTiT)dm,k

ngn(D)xBn(D)xn_], k=n

n-1 | gk (X) <
Lgk(D)xBn(D)x —[n—1].M(H;T§T), k <n
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n~1 -1

Nun ist Lg, (D)xB8_(D)x Lg (D) B_ (D) x"
k n k n

LDn_1gi(x)Bn(x)

g}'( (x) B, (x)

[n-111M(

n
X

(Lemma 1 (v))

gy (¥)
= [n—1 ]!M(W) .

gl (x)

[n—1]!M(EET§T)
n

Fiir k¥ = n ist daher Lgn(D)xBn(D)Xn-1

[n]!t

(Lemma 1 (iii)).

Daraus folgt die Behauptung.
Aus dem Satz 5 zusammen nmit (29) ergibt sich nun sofort die

Behauptung von Satz 1.
In [4] stellte Cigler folgendes Problem:
Man bestimme alle Folgen uk(x), fiir welche

k
D n-1 _
(31) L ak(D)x“n(D)x = [n]!(‘snlk

gilt, wie in den klassischen Spezialfédllen dexr g-Lagrangeformelrni

von Carlitz und Jackson.
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Hofbauer gibt dafiir in [8] eine hinreichende Bedingung - auf

der Grundlage der g-Potenzen - an.

Aus den vorangegangenen Uberlegungen und mit Satz 1 k&nnen
wir eine notwendige Bedingung angeben, die Hofbauers Kriterium
umfaBt, ndmlich:

(31) gilt fiir genau jene Folgen ap (x) € ﬁo(ao(x) = 1), die

gy (%)

gnT))=0 fir 1 <k <n

(32) M{(

erfiillen, wobei 9 (x) = ax(x)'
k

Zum Zusammenhang mit der Matrixinversion

(Zur Betrachtung des Lagrangeproblems als Matrixinversion

siehe z.B. Gessel-Stanton [7].)

Sei f(x) = % flxl € Lo gegeben und
1=0
(33) 5 .k
f(x) = Z g, (x) ,
et BT e
wobei g, (x) = 2 g x" una (c.B.d.A.) g = 1.
k n=k n,k k,k
Dann ist fiir (x) = % g (x) = !
S S e Rt A
Z g b4
. n+k ,k

n
Wir ben&ti i i {1fsF = X% __ (n=
lgen wieder eine Hilfsfolge hn+1(x) X Bn(x) (n=0,1,...)




mit Bn(x) € ﬁo und Bn(o)

Multiplikation von beiden Seiten von (33) mit T 1(x) und
n+1
Anwendung von M auf beiden Seiten liefert
c ) © c
fx) k k
M( ) = E M( —) + M( z (x)
By (X (kT! h =, Bt 9) jame1 LFTHK

C

(34)

(Lemma 1

[o]

= E

(Lemma 1

Wegen Lemma 1 (V) ist

[n]! M(E—EL%%T
1

(35)

und wir erhalten den

Satz 6:

k
_ X :
= ak(x) mit uk(x)
und Bk(o)

Sed gk(x)

mit Bk(x) € ﬂo

So giltt bei gegebenem £(x) € Lj

Darnstellung

£(x) =

z
k=

1, ansonsten beliebig.

Z [k It M(hn+1(x))

) = Lan(x)Bn(x)
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(X)

(ii))
C (X)
"I M‘ 59

(1)) .

k
_ X
€ 610 und ak(o) =1, und hk+1(x)=xm

1 gin k = o,1,.

§in die Koegfizienten c, den

o]

TRIT %)
e}
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- | nET Sy gk(x)

36 c. = LD f(x)B_(x) - [n]! M( )
(80) n n reo TRKIT M0
1s% dabed

gy (%) ) o =T
{37)., M(z—————) = 0 {in O n ,
hn+1(x)
b0 gilt
(38) c, = LD"f (x) 8 (x).
Bemerkung:

(38) ist also eine zweite Variante zur 2. Version der

g-Lagrangeformel. (Vgl. Satz 1.)

Als Beispiel fiir eine Anwendung dieser Formulierung des
Lagrangeschen Inversionsproblems wollen wir das g-Analogon

von Garsia [6] betrachten. Gegeben sei (f(x) € Lo)

o«

1

c -
£(x) = TE%T gy (x) mit g (x) = g(x)g(qx)...g(qk x)

z
k=1

X <
und g({x) I a(x) € Ro. s

Wi q . 3 = —
ie findet man nun ein geeignetes hn+1(x) Bn(x)’ um

(x)
(39)  m(k

= 6k (1 <k <n) zu erreichen?

h N

n+1 (%)

Naheliegend ist der unbestimmte Ansatz

hp 1) = ex)g 4 (x)
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flir ein o(x) € ﬁo. Aus technischen Griinden setzen wir

n+1 g (x)
(40} hn+1(x) = Bx(x) = nn+1n fir ein zunidchst
n g ¥{gx)

unbestimmtes Y (x) € ﬁo. Nun ist

M(hgk(z{))) = ¢ M(v (%) g(x)g(qx)...g(q:_1x))
n+1 ¥ g(x)g(gx)...g(q x)

_ .n W(qnx)

- M( k n )

glgx)...9(q %)
SwtE
g(x)g(a)...g( n—k)
q

(wegen Ma (cx) = % Ma(x) flir a € L, ¢ # 0O).

Um (39) zu garantieren, muB nun ein Y¥(x) € Ro existieren, s.d.

¥ (x)
g(x)g(g) ceeg (=)

(41) M( ) = 6§ fir allem =0,1,... .

Das ist tats#chlich der Fall, denn (41) ist dquivalent zu

I
O
E)
I
o
3
2
:
)
:
:
k>
:

(42)  <>v(x)a(x)a(®)...a(X)

q qm
woraus sich die Koeffizienten von ¥(x) rekursiv ermitteln
lassen. Daraus folgt auch sofort, daB ¥(x) € Ro eindeutdg

bestimmt ist.

Aus (34) und (35) folgt nun - wegen (39) und (40):
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Fiin die Koefgizienten Sy den Entwicklung (£(x) € LO)
w C

k K k-1
f(x) = 2 g, (x) mif g, (x) = g(x)g(gx)...g(g" 'x) und
kiﬁ k]P “k k
g(x) = Ik a(x) € ﬁopexibtient eindeutig das dunch (42)

bestimmte ¥(x) € &, s0 dap c = LD £(x)B_(x) méit
n

8.(x) = q 2 v(g"axalgn)...a(g") . (Garsia [6].)

AbschlieBend méchten wir den Zusammenhang der vorliegenden

Betrachtungsweise mit der Matrizeninversion skizzieren.

Bei diesen iUiberlegungen kdnnen wir uns aus bereits bekannten

Griinden auf die Betrachtung der Bn(x) (von Satz 6) als

Polynome n-ten Grades beschréinken.

Wie man leicht iiberlegen kann, existiert unter dieser Voraus-

k
-_— x 3 _—
setzung zur vorgegebenen Folge gk(x) = E;T§T mit uk(o) =1
(k = 0,1,...) die eindeutig bestimmte Folge von Polynomen
n-ten Grades Bn(x) (n = 0,1,...) mit Bn(o) = 1, so daB fiir
n
i X
Bp () = x g7y
n
g, (x)
k
M(——r) = §
hn+1(x) n,k
gilt,
Wir - = 1 =
schreiben Bn(x) lzo Bn,lx (Bn,o 1)

kK < 1
un = =
3 gk(x) X 12 914k, k% (gk,k 1).




o

= M( = g, B __, , d.h.
hn+1(x) 1=k 1,k n,n-1
n -
43 = Iz
(43) 85 x = 2 In% % o
. . _ . —1
indem wir Bn,n—l = gn,1 setzen.

(Und unter Beachtung der vertrdglichen Erweiterungen
= B

gl,k = o falls 1 <k, und gn,l = o falls 1 > n.)

Gleichung (43) entspricht dann folgender Matrizengleichung

mit unendlichen Dreiecksmatrizen (I = unendl. Einheitsmatrix):

A" 'a = I, wobei

go,o [o) ) o) . o B O . . .
-1 -1
91'0 91'1 o [¢] umg lo} ) & e
-1 -1 -1 o ¥
2% 2,1 92,2 o e [® O« « .
Al = | . . . 2
-1 -1 -1 -1 -1 "
gn,o gn,1 gn,2 gn,3 Ml i gn,n L

und




gOO [e] o] (o] « « O O o &
14
. . Ok jun .
91,0 91,1 > &
92,0 92,1 92,2 © : . 0 o . .
A = 11 3 . . . i
9,0 gn,1 9,2 9,3 " 9n,n © - -
mit g3, =g, . =1 (3 = 0,1,...).
J.3] J:3
Wir sehen also:
g, (x)

Die Koeffizienten der, dunch die Bedingungen M(H_—;TQT)
n+

$ir o < k < n eindeutig bestimmten Polynome 8, (x),

L}
{n]
+
™

8, (x)

1

Liefenn also die Inverse A™' zu der, dunch die Potenzreihen-

Folge ap (x) bestimmten Ausgangsmairix A.

Analog dazu 148t sich auch der durch Satz 1 bestimmte Sach-~

verhalt der 1. Version der g-Lagrangeformel interpretieren.

AbschlieBende Bemerkung

Wichtige Grundideen zur vorliegenden Arbeit wurden durch die
Vorlesung "Kombinatorische Identitdten" von Prof. Cigler

(Wien, ws 1981/82) motiviert.
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