Algorithmische Mathematik III Vertiefung der Analysis und numerischen Mathematik

Dipl.-Ing. Wolfgang Windsteiger RISC-Linz

“Es gibt keine Wissenschaft, die sich nicht an der Kenntnis der Phänomene entwickelte, aber um Gewinn aus den Kenntnissen ziehen zu können, ist es unerläßlich, Mathematiker zu sein.” Daniel Bernoulli

cfl Wolfgang Windsteiger 1996

Vorlesung im 3. Semester des Fachhochschullehrgangs für Software-Engineering

Zusammenfassung

In dieser Vorlesung sollen die wichtigsten Begriffe der Analysis (transzendente Mathematik) behandelt werden. Insbesondere werden die zentralen Begriffe Stetigkeit und Grenzwerte, Differenzieren, Integrieren und Entwickeln in Reihen näher beleuchtet werden.

Weiters werden wir an vielen Stellen versuchen, sowohl symbolische – also exakte – als auch numerische – also approximative – Lösungsverfahren zu beschreiben.

Als Ergänzung zu diesem Skriptum gibt es zu jedem Kapitel ein Mathematica Notebook, in dem viele nützliche Programme und Verfahren enthalten sind. Wir inkludieren Kopien von Mathematica Aufrufen an den jeweiligen Stellen im Skriptum, um zumindest einen Eindruck erwecken zu können, wie diese Programme benutzt werden können. Ausgehend von diesen “Verweisen” kann jeder im entsprechenden Notebook dann seine eigenen Experimente durchführen.

In den Notebooks müssen in der Anfangsphase viele mathematische Symbole durch Mathematica Befehle wie Limit, D, Integrate oder Series ersetzt werden. Es ist aber zu erwarten, daß in den in Zukunft erscheinenden Versionen von Mathematica diese Symbole auch als Input erlaubt sein werden.

cfl Wolfgang Windsteiger 1996: Die auch nur auszugsweise Vervielfältigung

diese Textes ist nur mit Genehmigung des Autors gestattet. WW.

“It is the invaluable merit of the great Basle mathematician Leonard Euler, to have freed the analytical calculus from all geometric bounds, and thus to have established analysis as an independent science, which from his time on has maintained an unchallenged leadership in the field of mathematics.” Thomas Reid

Inhaltsverzeichnis

1 Probleme der Analysis 1 1.1 Maßprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Das Tangentenproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Problemsammlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Die Grundlage der Analysis: Die reellen Zahlen 8 2.1 Einführung verschiedener Zahlenbereiche . . . . . . . . . . . . . 8 2.1.1 Natürliche Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.1.2 Ganze Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.1.3 Rationale Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.1.4 Reelle Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.2 Darstellung von Zahlen auf einem Computer . . . . . . . . . . . 13 2.2.1 Natürliche Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.2.2 Ganze Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.2.3 Rationale Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.2.4 Reelle Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.3 Grundlegendes für später . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.3.1 Geordnete Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.3.2 Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.3.3 Abstände, Längen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Folgen 22 3.1 Zahlenfolgen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.2 Verhalten von Folgen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.3 Konvergenzkriterien für Folgen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Reihen 32 4.1 Fallbeispiel: Freier Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.2 Was sind Reihen? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 4.3 Verhalten von Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 I

II INHALTSVERZEICHNIS

4.4 Konvergenzkriterien für Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.5 Erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.6 Noch einmal Dezimalbruchdarstellung . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.7 Konvergente Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.7.1 Rechnen mit konvergenten Reihen . . . . . . . . . . . . . 43 4.8 Anwendungen konvergenter Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . 46 4.8.1 Erste Berührung mit Differentialgleichungen . . . . . . . 46 4.8.2 Die Exponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 4.8.3 Cosinus und Sinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.8.4 Zweite Berührung mit Differentialgleichungen . . . . . . 51

5 Stetige Funktionen 56 5.1 Grenzwerte von Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 5.2 Stetigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 5.3 Anwendungen stetiger Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 5.3.1 Fixpunktverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.3.2 Nullstellenverfahren: Regula Falsi . . . . . . . . . . . . . 66 5.3.3 Was Sie schon immer über Stetigkeit wissen wollten . . . 68

6 Differentialrechnung 74 6.1 Differentialrechnung in einer Variablen . . . . . . . . . . . . . . 74 6.1.1 Ableitung einer Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 6.1.2 Momentangeschwindigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 6.1.3 Das Tangentenproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 6.1.4 Lokale Extrema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 6.1.5 Berechnung der Ableitung . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 6.1.6 Ableitungsregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 6.1.7 Ableitung elementarer Funktionen . . . . . . . . . . . . . 82 6.2 Anwendungen von differenzierbaren Funktionen . . . . . . . . . 84 6.2.1 Die Regel von de l’Hospital . . . . . . . . . . . . . . . . 84 6.2.2 Abschätzungen mit Hilfe des Mittelwertsatzes . . . . . . 85 6.2.3 Über den Verlauf von Funktionen . . . . . . . . . . . . . 88 6.2.4 Der Satz von Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 6.2.5 Nullstellenverfahren: Das Newtonverfahren . . . . . . . . 98 6.2.6 Hyperbolische Winkelfunktionen . . . . . . . . . . . . . . 105 6.3 Differentialrechnung in höheren Dimensionen . . . . . . . . . . . 110 6.3.1 Funktionen in mehreren Variablen . . . . . . . . . . . . . 110 6.3.2 Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion . . . . . . . 113 6.3.3 Richtungsableitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 6.3.4 Partielle Ableitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

INHALTSVERZEICHNIS III

6.3.5 Ableitung – Richtungsableitung – partielle Ableitung . . 117 6.4 Anwendungen von differenzierbaren Funktionen . . . . . . . . . 120 6.4.1 Gradientenverfahren zur nichtlinearen Optimierung . . . 120 6.4.2 Ableitung einer Funktion entlang einer Kurve . . . . . . 123 6.4.3 Über den Verlauf von mehrdimensionalen Funktionen: Ein Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

7 Integralrechnung 127 7.1 Unbestimmte Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 7.1.1 Stammfunktionen von elementaren Funktionen . . . . . . 128 7.1.2 Integrationsregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 7.1.3 Partialbruchzerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 7.2 Bestimmte Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 7.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung . . . . . . 140 7.4 Näherungsweises Integrieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 7.5 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 7.6 Anwendungen der Integralrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . 147 7.6.1 Einfache Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . 147 7.6.2 Fourier-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

A Implementierung des Fixpunktverfahrens 164 A.1 Implementierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 A.2 Noch ein Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

B Implementierung des Regula Falsi Verfahrens 166 B.1 Das Programm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 B.2 Beispiel 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 B.3 Beispiel 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 B.4 Beispiel 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 B.5 Beispiel 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

C Implementierung des Newtonverfahrens 173 C.1 Das Programm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 C.2 Beispiel 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 C.3 Beispiel 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 C.4 Beispiel 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 C.5 Beispiel 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Abbildungsverzeichnis

1.1 Approximation des Fasses durch Zylinder . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Faßvolumen als Fläche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.3 Fläche unter einer Parabel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.4 Das Tangentenproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1 Geometrische Konstruktion von p2 . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.2 Beschränkte Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.1 Einschnürung einer Folge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.1 Exponentialfunktion an rein-imaginären Stellen . . . . . . . . . 50

5.1 Geometrische Interpretation der Winkelfunktionen am Einheitskreis 62 5.2 Zwischenwertsatz, Nullstellensatz, Fixpunktsatz . . . . . . . . . 63 5.3 Regula Falsi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

6.1 Reflexion an einer gekrümmten Fläche . . . . . . . . . . . . . . 77 6.2 Approximation der Tangente durch Sehnen . . . . . . . . . . . . 77 6.3 Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes . . . . . . . . 86 6.4 Geometrische Interpretation des Satzes von Rolle . . . . . . . . 87 6.5 Konvexe Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 6.6 Newtonverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 6.7 Richtungsableitung einer Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 6.8 Ableitung entlang einer Kurve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.1 Das Riemann-Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 7.2 Fläche unter einer Geraden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 7.3 Fläche unter einer Kurve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

IV

Tabellenverzeichnis

6.1 Verlauf von Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 7.1 Substitutionsformeln für trigonometrisch rationale Funktionen . 133

V

Index

Abbrechfehler, 16 Ableitung, 46, 75, 113, 132 äußere, 80 der Umkehrfunktion, 80 einer mehrdimensionalen Funktion, 113 elementarer Funktionen, 82–84 entlang einer Kurve, 123 höhere, 75 in Mathematica, 82 innere, 80 linksseitige, 75 partielle, 116 rechtsseitige, 75 Richtungs-, siehe Richtungsableitung Ableitungsfunktion, 75 Ableitungsregeln, 80 Additionstheoreme

für Winkelfunktionen, 50, 82 Anfangsbedingung, 47, 148, 149 Approximation, 16

der Tangente durch Sehnen, 76 einer Nullstelle, 66, 99 eines Fasses durch Zylinder, 1 von Funktionswerten, 89 von Längen, Flächen und Volumina, 34 Arcus

Cosinus, Sinus, Tangens, 71 Area

Cosinus Hyperbolicus, Sinus Hyperbolicus, 107 Tangens Hyperbolicus, 109 Auswahlprinzip

von Bolzano–Weierstraß, 31

Ausöschung, 18

Basisdarstellung

einer natürlichen Zahl, 13 Bernoulli

Daniel, 1 Jakob, 32 Johann, 127 Bijektivität, 69 Binomialkoeffizient, 81 Binomialreihe, 98 Binomischer Lehrsatz, 98 Bolzano

Auswahlprinzip von, 31

Cauchy-Folge, 31 Cauchy-Produkt, 45, 51 Cosinus, 49, 61, 82

Hyperbolicus, 102, 105

D, 1, siehe Ableitung in Mathematica

Datenfehler, 16 Dedekind’schen Schnitte, 31 Dedekind’scher Schnitt, 12 Dehnungsbeschränktheit, 86 Dehnungsschranke, 86, 87 Dezimalbruchdarstellung, 10, 15, 39 Dezimalsystem, 13 Dezimalzahlen

endliche, 11 periodische, 11, 39 unendliche, 11 Differentialgleichung, 46, 51, 86, 147– 153 Differentialrechnung, 6

Hauptsatz der, 140–143

180 INDEX

Mittelwertsatz der, 86 Differentiationsoperator, 75 Differenzenquotient, 74, 78 Dirac, 184 Diskretisierung, 16 Divergenz, 29 Dualsystem, 13 Durchschnittsgeschwindigkeit, 76, 86

Einheitskreis, 49, 61 Einschnürung

einer Folge, 29 Endgeschwindigkeit, 153 Entwicklungspunkt, 93, 95 ffl–Umgebung, 31, 78 Euler

Zahl, 49, 85 Exponentialfunktion, 48, 61, 69, 70, 85, 90 an rein-imaginären Stellen, 50 Exponentialreihe, 96 Extremstellen

lokale, 78, 94, 125

Fehleranalyse, 19 Festkommadarstellung, 17 Fixpunktsatz, 62, 102 Fixpunktverfahren, 62, 164–165 Flächeninhaltsfunktion, 142 freier Fall, 32, 51, 152

Gauß’sche Fehlerfunktion, 145 Gleitkommadarstellung, 17 Gosper–Algorithmus, 41 Gradient, 117 Gradientenverfahren, 120 Grenzwert

einer Folge, 25 einer Funktion, 56 einer Reihe, 35 linksseitig, 60 mit Mathematica, 30 mit Mittelwertsatz, 87 rechtsseitig, 60

Regel von de l’Hospital, 84 Grundschwingung, 154

Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung, 140–143 Hessematrix, 126 Hexadezimalsystem, 14 Hirst, 74 de l’Hospital, 84 Höhenliniendiagramm, 112

Imaginärteil, 49 Induktion, 19 Infimum, 20, 21 Injektivität, 69 Integral

bestimmtes, 138, 141–143

in Mathematica, 139 Tafel von Grundintegralen, 134 unbestimmtes, 127

in Mathematica, 135 uneigentliches, 145 Integralkriterium, 146 Integralrechnung, 4

Hauptsatz der, 140–143 Integrand, 128, 130, 135

Integrate, 1, siehe Integral in Mathe-

matica Integrationskonstante, 128 Integrationsvariable, 132 Iterationsverfahren, 62, 99, 102

Jakobimatrix, 117

Kepler, 1 Kepler’sche Faßregel, 4 Kettenregel, 80, 114, 123, 152 Koeffizientenvergleich, 46, 51, 135 Konkave Funktionen, 88 Kontraktionskonstante, 64 Konvergenz

absolute, 35, siehe Konvergenzkriterien für Reihen

INDEX 181

Konvergenzkriterien für Folgen, 28– 31 Konvergenzkriterien für Reihen, 36– 38 von Folgen, 25 von Reihen, 35 Konvergenzbereich, 52, siehe Konvergenzintervall Konvergenzintervall, 81, 82 Konvergenzradius, 82 Konvergenzverhalten, 85 Konvexe Funktionen, 88 Konvexität, siehe Verlauf von Funktio- nen kritische Punkte, 125 Kronecker, 8 Krümmungsverhalten, 89

Lagrangesches Restglied, 93, 94 Leibniz

–Kriterium, 36, 38 -Regel, 81 Symbolik, 132 Linearisierung, 16 Linearität

der Differentiation, 80, 114 der Integration, 129 Liniensuche, 121 Lionnais, 79 Lipschitz–Stetigkeit, 86 Logarithmus

mit allgemeiner Basis, 70 natürlicher, 69 Logarithmusfunktion, 85, 94

mit allgemeiner Basis, 70 natürliche, 69 Logarithmusreihe, 95

Majorante, 37, 38 Majorantenkriterium, 36, 38 Mantisse, 17 Maximum, 19–21, siehe Minimum lokales, 78, 89, 94, siehe lokales Minimum,lokale Extremstellen Maßprobleme, 1–4 Minimum, 19, 21, siehe Maximum lokales, 78, 89, siehe lokales Maximum,lokale Extremstellen Minorante, 37 Minorantenkriterium, 37 Mittelwert, 138 Mittelwertsatz, 120

der Differentialrechnung, 86, 88, 89 Momentanbeschleunigung, 76 Momentangeschwindigkeit, 76, 86 Monotonie

der Ableitung, 88 von Folgen, 25 von Funktionen, 88 Monotonieprinzip, 31

Newton, 1

Grundgesetz der Mechanik, 32 Newtonfolge, 99 Newtonverfahren, 98–102, 120, 173–178, siehe Approximation Nullfolge, 28, 36, 96 Nullstelle, 90, 134, siehe Regula Falsi, Newtonverfahren Nullstellensatz, 62

Oberschwingung, 154 Oktalsystem, 14

Parametrisierung

des Einheitskreises, 111 des Einheitskugel, 111 Partialbruchzerlegung, 133–135 Partialsummen, 35, 36, 39 Periode, siehe periodische Dezimalzahl Periodenlänge, siehe periodische Dezimalzahl Polynomdivision, 134 Polynomfunktion, 61 Polyá, 147 Potenz

182 INDEX

mit allgemeiner Basis, 70 mit reellen Exponenten, 70 Potenzfunktion

mit allgemeiner Basis, 70 Potenzreihe, 81

Differentiation, 81 Integration, 143 Produktdarstellung, 133 Produktregel, 80 Pythagoras

Satz von, 10

Quotientenfolge, 37 Quotientenkriterium, 37, 38, 47 Quotientenregel, 80

Regula Falsi, 66–68, 98, 166–172, siehe

Approximation Reid, 1 Reihe, 34

alternierende, 36 geometrische, 35, 37, 39, 40, 43 harmonische, 35, 37 Reihenansatz, 46, 51 Restglied, siehe Lagrangesches Restglied Richtungsableitung, 114, 115 Riemann

Integral, siehe bestimmtes Integral Rolle

Satz von, 86 Rundung, 15 Russell, 56

Schnitt, siehe Dedekind’scher Schnitt Schnittaxiom, 13, 20 Schranke

größte untere, siehe Infimum kleinste obere, siehe Supremum obere, 19, 21 untere, 19, 21 Selbstabbildung, 62

kontrahierende, 64

Series, siehe Taylorreihe

Sinus, 49, 61, 82, 96

Hyperbolicus, 105 Sprungstelle, siehe Unstetigkeit Stammfunktion, siehe bestimmtes Integral Startwert, 64, 99, 102 Steigkeit

auf einer Menge, 57 Steigung

der Sehne, 76 der Tangente, 5, 7, 76 einer Funktion, 90 Stetigkeit

an einer Stelle, 57 linksseitig, 60 rechtsseitig, 60 Substitutionsregel, 130, 133, 143

Sum, siehe Summenformeln in Mathe-

matica Summenformeln, 39

in Mathematica, 41 Summenfunktion

einer Potenzreihe, 81 Summenwert, 137 Supremum, 20, 21 Supremumsprinzip, 20 Surjektivität, 69

SymbolicSum, siehe Summenformeln in

Mathematica

Tangens, 61

Hyperbolicus, 109 Substitution, 133 Tangentenproblem, 4–6, 76 Taylor

Satz von, 89, 93, 120 Taylorpolynom, 93 Taylorreihe, 94 Teilfolge, 28, 29, 31 Teilsumme, 34, 47 Teilungspunkt, 12, siehe Trennungszahl Teleskopreihe, 41 Teleskopreihen, 40 Teleskopsumme, siehe Teleskopreihe

INDEX 183

Trennungszahl, 12

Umkehrfunktion, 69, 71, 107, 109

Ableitung der, 80 der Exponentialfunktion, 69 der Potenzfunktion, 70 Unsteigkeit

hebbare, 68 Unstetigkeit, 59

Verfahrensfehler, 16 Verlauf von Funktionen, 90 Vollständigkeit, 13, 31 Vorzeichenbit, 14

Weierstraß

Auswahlprinzip von, siehe Bolzano Wendestelle, 89, siehe Verlauf von Funktionen Winkelfunktionen, siehe Cosinus, Sinus,

Arcus Wurzelfolge, 37 Wurzelkriterium, 37

Zwischenwertsatz, 62, 66, 89

Literaturverzeichnis

[Endl 80] K. Endl, Wolfgang Luh: Analysis I: Eine integrierte Darstellung. 8. Auflage. AULA-Verlag GmbH. Wiesbaden. 1986.

[Engl 87] H. Engl: Einführung in die numerische Mathematik I. Vorlesungsskriptum WS87/88, Universität Linz.

[Heuser 80] H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 1. B.G. Teubner Stuttgart 1980.

[Papula 91] L. Papula: Mathematik für Ingenieure 1. 6. Auflage. Verlag Vieweg. Braunschweig, Wiesbaden. 1991.

[Papula 94] L. Papula: Mathematik für Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2. 7. Auflage. Verlag Vieweg. Braunschweig, Wiesbaden. 1994.

[Paule 93] P. Paule: Mathematik für Informatiker III. Vorlesungsskriptum WS93/94, RISC-Linz, Universität Linz.

[Wakolbinger 86] A. Wakolbinger: Analysis I. Vorlesungsskriptum WS86/87, Universität Linz.

“Mathematics is the tool specially suited for dealing with abstract concepts of any kind and there is no limit to its power in this field.” Paul Adrien Maurice Dirac