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0.1 Abstract :

In diesem Paper wird im folgenden definiert was man unter einem Differentialglei -
chungssystem 1.0rdnung versteht, dass diese in gekoppelter Form sowie durch Tranfor-
mation loesbar sind; des weiteren werden lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ord-
nung definiert, sowie Homogenitaet erlacutert, Anfangswertprobleme (AWP) und lineare
Operatoren erklaert.

Es folgt eine Definition linearer gewoehnlicher Differentialgleichungen n-ter
Ordnung.

Mit diesen Voraussetzungen wird dann der Satz ueber die Transformation von
Differentialgleichungen n - ter Ordnung in Differentialgleichungssysteme 1.ter Ordnung
angefuehrt und bewiesen. Abschliessend werden noch Beispiele demonstriert sowie auf
Spezialfaelle eingegangen.
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1. Exakte Presentation fuer den Anwender

1.1 Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

1.1.1 Definition von Dgl. - Systeme 1.-ter Ordnung :

v’ = J1 Gy e ya) (1)
V' :.f;1 (X, Y12 e Vi)
mit f; : D ¢ R"™! — Rstetig, i € {1, ..., n}
in Vektorschreibweise : y" = F (x, Y)
heisst : Differentialgleichungssystem 1. Ordnung (Dgl.—System 1. Ordnung)

gesucht Y = (y;, ..., y,) : 1 c R—R", Idie (1) genuegen.

1.1.2 Beispiel

i’ =y7 +y50 +e

y2' = sin(y;) + (cos 1)’ +x’
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1.1.3 Bemerkung

Loesen laesst sich dieser Fall wenn die
Differentialgleichungen des Systems nicht gekoppelt sind. d.h. im Falln = 2

yi' =11 y1)
y2' =2 (x y2)

(einfach, da die beiden voneinander unabhaengig sind)
bzw. wenn :

yi' =iy

vy =1 v, y2)

Neben diesen beiden Faellen laesst sich ein Differentialgleichungssystem manchmal
auch mit geeigneter Transformation loesen (zB linearer Fall) d.h. :

v’ =f1(x vy, ¥2)
vy =1 v, ¥2)

durch Substitution vonu; = ¢ (y;, y2)undu, =& (y;, y2)
kann das System uebergehen in :

u;” =f1°(x, y1)

uy” = 27 (x, 1, v2)
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1.1.4 Beispiel

yii=3y1+2y;

y2'=yr+2y;
Substitution :

urp=yr+ty2

u =y —xy2

Dgl — System geht ueber in :

u;’: y1’+y2’: 4y1 +4y2

uy’ =y’ =y’ =2y;

4u1

Uu; +u
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1.2 Lineare Differentialgleichungssysteme :

1.2.1 Definition von linearen Dgl. - Systeme :
(Sind die f; in Definition 1.1 .1 linear in den y;, d.h.
Ji G yi, vy yn) = Xing ai (%) yi +4; (X)

dann spricht man von einem linearen Dgl — System, genauer :)
Sein e Nund fueralle / <iund j <n a;:1 c R— Rund
A@) :=(a;®)undg;: I cR—R

(a) Einlineares Dgl — System 1. Ordnung der Dimension n
hat die Gestalt :

yii=an@yr+-+ap, () yn +q1 (@)
' = @i O yr+ - +az2, (O yn +92 ()
Vn' :an.l O y1+ -+ ap () yn +qn )
kurz: Y =40)Y +Q ()
(b) Y =A()Y heisst homogenes lineares Dgl — System
Y =A@ Y +Q (@) heisstinhomogenes lineares Dgl — System

(d)Ist Yp € R" dannheisst Y =A@)Y +Q () mit Y (zy) =Yy AWP
( = Anfangswertproblem)
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1.2.2 Satz ueber den linearen Operator :

Seien X, Y lineare Vektorracume ueber R
und L : X — Y sei linearer Operator (d.h. lineare Abbildung)
dh.: L(ax; + fx,) = al (x;) + AL (x2)

Dann gilt :
(a) Sind x, und yy Loesungen der homogenen (Operatoren) Gleichung

Lx =0 (dh.Lxy =0undLy, =0),
dann istauch axy + Ay, @und # € R Loesung der homogenen Gleichung

(b) Ist x;, spezielle Loesung der inhomogenen (Operatoren) Gleichung

Lx = b wobei b € y

dann laesst sich jede Loesung x der inhomogenen Gleichung

Lx = b darstellen in der Form x = x;, + xy

(mit x als Loesung der homogenen Gleichung)

Die Loesungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems bildet eine lineare

Mannigfaltigkeit (Spezialfall der linearen Gleichungssysteme erhaelt man
fuer4elR, X=R",Y=R", L:R"—R", x+— Ax)
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1.2.3 Beweis:

/

Vi Vi Vi
Sei L.l — (" mit| : |—L!| i |=]| :
Y Vn V'
bzw. Y— LL(Y) =y Y e(C!)
dann laesst sich das inhomogene Differentialgleichungssystem in der Form

Ly =A@)Y =0()
und das homogene Dgl — System in der Form
LI-A4@)Y =0 schreiben

Da L! linearer Operator ist,
wegen: Ll (@Y +BY)=(@Y +BY) =aY +BY =a Ll (Y)+BL!(T)

gilt Satz fuer die Loesungen des linearen Dgl — Systems

Y =A@ Y +0@) bzw Y =4@1)Y
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1.3 Lineare gewoehnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung

1.3.1 Defintion lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung :

(SeineNyfiralle0 <i<n, by <R—->R und g:1 <R - R.)
1. Eine lineare Dgl.nter Ordnung hat die Gestalt:
bu Y + by () YD + by )Y+ YD+ Do)y = (1)

die hierbei auftretenden Koeffizienten b, (¢), b,,—; (t), ..., b; (t), by (¢)
und ¢ (¢) sind stetig und reellwertig auf dem offenem Intervall I.

2. Ist q(t)=0,dann heilt die Dgl. homogen, ansonsten heift sie inhomogen.
3. Ist ¢y, ¢y, .., cho; € R, dann heifit die Dgl. mit den zusaetzlichen

Bedingungen y (19) = cg, YV (t9) = ¢y, ..., YD (19) = €y
d.h. Anfangswertproblem (kurz : AWP).

1.3.2 Bemerkung :

Der Operator L": C"(I) - C’(I) mit

v v by (8) yPD s by, (£) y B2 oL 4

)
t) y) +by (t) ¥

ym L"(y)=b, (t
b; (

ist linear und fur alle Loesungen der homogenen Dgl. n-ter Ordnung L, = 0, bzw. der
inhomogenen Dgl. L] = ¢ gilt der Satz der linearen Vektorracume.
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1.3.3 Satz zur Transformation Dgl n-ter Ordnung in ein Dgl-System 1.ter
Ordnung :

Sei das Dgl.-sysem n-ter Ordnung wie in der Definiton 1.3.2 gegeben.
b, (t) y'" + by (t) y " +byy (t) y 2 4 .iiby (t) ¥y 4
bo (t) ¥y =g (t),

so ist das N-dimensionale Dgl n-ter Ordnung gleichwertig zum n*N-dimensionalen Sys-
tem 1.ter Ordnung :

Vi) = yz (t)

Vo) = y3 (t)

Va1 = ¥n (t)
V@) = -5 (bo@Oy1+b1(@) 2+ by 2(O) Yu1 Fbu () ya+q(1) )
mitJ’I,J’Z,--,J’n—I,J’nGZRn

in Matrixschreibweise:

y} 0 1 0 0 Vi 0

0 0 ;. 0 ||y, 0

= —+ .

Yn-1 ) - : 0
, b b 0 o
Vn ba()  Dbat) * ba(t) ) \Vn X0)

1) Ist A(?) eine Loesung des Dgl. n-ter Ordnung so ist
At), AD @), ..., 2D 1), 20D (1) eine Loesung des Dgl.System 1.ter Ordnung.

2) Ist 1) (1), 1 (0),.., (1), i1, (t) €ine Loesung des Dgl.-System 1.ter Ordnung, so
ist u; () eine Loesung von dem Dgl.-System n.ter Ordnung.
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Seicy, €1, «., Cn.1 € R eine Loesung der Dgl. n.ter Ordnung der Anfangswertbe-
dingung mit:

y <t0> =Covs y(l) <t0> =C17 eeey y(n—l) <t0> =Cn-1-

So erfuellt die zugehoerige Loesung des Dgl.-Systems 1.ter Ordnung die Anfangsbedin-
gung:

V1 (to) =Co, Y2 (tp) =C1, «ee, ¥Yn (to) = Cn_1

und umgekehrt.

1.3.4 Beweis:

Sei die Dgl. n-ter Ordnung in folgender Form:

bp (£) y™ +bp1 (£) y® 1 +byy (£) y™? +iiby () vy +
by (t) y=49g (t)

)

Sei nun A(t) eine Loesung des Dgl.-Systems n.ter Ordnung,so gilt auf dem
zughoerigem Loesungsintervall:

AP @) = b (by(0) A +by(0) AP+t byp@) 7D + b,y (0) A0 + (1)

Setzt man ( (1), 2(0), . a1 () pta(®) ) := (AW, AP (1), ..., A7), A" D))
so folgt hieraus :

i () =p00(0), w12 () = p3(0), s fnz () = plu—i (V). ftu—i (1) = 1y (t) und

fn (1) =5 (bg(@) A+ 0,0 AD + .+ bys(t) AP + by (1) A7) +4(1)
und somit auch

tn (1) E'Kl(tj(b()(t) M1 T bi@) o+ by () pty—g, by(t) g1y +q(1) ).
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Dies besagt,daBB u; (2), w2 (1), ..., mu—1(t), 1, (¢) eine Loesung des Dgl.-Systems 1.ter
Ordnung ist. Erfuellt nun A(z) die Anfangswertbedingung aus dem Satz,so genuegt
daB u; (1), p> (1), ..., -1 (t), i, (t) die Anfangswertbedingung erfuellt.

2)

Seinun ; (1), (1), ..., tn-1(t), i, (t) eine Loesung des Dgl.-Systems 1.ter Ordnung,es
gelte also:

wi' ) =000, 12 () = p30), s ptnz (0= a1 (), fui’ () = ptn (1)

fn' (1) = =52 (o) g1 + by @) g2 + oo+ bui(O) prei, ba(0) tn +q(1) )
Daraus ergibt sich:

wr' (@)= w20, 11D O = p3 O, ooy 1O = g O, 11" =1, @) (F)
und schliesslich:

Hi ) (t) = Hn ,(t)

_ﬁ (bo(®) sy +bi) to + ... + by_j(t) ptye + bp(t) ptn + q(t))

-k (Do) gy + b1 g1’ + o+ by s (@) "D O+ ba() 11" O+ (1) )

Also ist y; (t)eine Loesung des Dgl.-Systems n.ter Ordnung.
Genuegt die Funktion

-ﬁ(b()(f) Myt bi(t) prr Fotby_ 1 (8) ply—g b, (1) p, +q(1))

der Anfangswertbedingung 1.ter
Ordnung, so erfuellt x; (1) wegen (*) die Anfangswertbedingung n-ter Ordnung.
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2. Detailierte Information fuer Experten

2.1 Spezialfall :

y? =F(x,y ), d.h. y tritt nicht auf

Loesungsmethode anhand eines Beispiels:

y(z) _y, =X
Setze 1z =y,
dann gilt: z' - z = x, besitzt die Loesung z(x) =c; e* - (I +x),

2
also: y(x) =[ c;e* - (1 +x) dx + ¢, =¢; ex-(]+x)dx+02,

2.2 Spezialfall :

y® =F(y,y ), d.h. x tritt nicht auf.

Loesungsmethode :

Setze y'(x) = v(y(x) = Y@ =v (v®) * y' () =v' () *v()
und Dgl. geht ueber in

v'()*v() = F(y,v) und y'(x) = v(y(x)).
Beispiel:
y'+k?y=0
mit oben angefuehrter Substitution folgt:
vv=-k%y

v,=-k2y%



Praesentationstechnik SS04

14

d.h. :

v _ 2,1
AT

fvdv=f—k2ydy
fvdv=f—k2yafy+c

v —k%y

+c

e

[——=dy=[*kdx

\/612 -y

arcsin(%) = Ik +c

y = ¢y sin( *kK +¢; )
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2.3 weitere Beispiele :

Fuehren Sie die Dgl. y"'+ (1+ sin’x) y"+ x2y + e ¥y = 0 in ein System von Dgl.
1.ter Ordnung ueber.

(yi=y)

Yi =2,

J’lz ]

y; =-((1 +sin’x) y3 + X y; + ™ y;)
d.h.:

J’} 0 1 0 Vi

J’,z = 0 0 1 Y2

V3 —e™ —x? —1—sin’x)\y;

Umkehrung :
Dgl. System 1.-ter Ordnung in eine Dgl héherer Ordnung umschreiben.

Vi 0 1 0Y (y1
yvol=10 01|y

d.h. :
Vi =Y, y2=y3, y3 =y mit y; =y y> =y, y; =y folgt:
y/” — y bZW. y/” -y — 0

Loesung :

charakteristisches Polynom (char. Pol.) : 2° - 1 =0

die Nullstellen des char. Pol. : 4; =1, A, =_-§ + i ‘/2_§ A3 = _é i \/2_3;
Fundamentalsystem (FS) : { ¢, ¢~ cos(‘/73x), f_%sin(‘/%x)}
Loesungen sind nun alle linearkombinationen der linear unabhaegigen Funktionen des

Fundamentalsystems.
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