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1 Typen von Dynamischen Systemen

Ein dynamisches System ist ein mathematisches Modell eines Prozesses durch Funktionen
von einer Menge 7' (Zeit) in einen Raum X. Die Menge T ist entweder gleich R bzw.
ein Intervall von R (kontinuierliches dynamisches System) oder gleich N (diskretes dyna-
misches System). Der Raum X ist meistens ein reeller endlich-dimensionaler Vektorraum
— bei linearen dynamischen Systemen ist das unabdingbar — oder eine Teilmenge eines
Vektorraumes. Das Wesentliche ist, dass die Funktion (manchmal auch eine Menge von
Funktionen) nicht durch einen expliziten Ausdruck beschrieben wird, sondern im diskreten
Fall durch eine Rekursion und im kontinuierlichen Fall durch eine Differentialgleichung.
Wir beginnen mit dem diskreten Fall: 7" = N, und X C R oder X C R". Die Funktion
f T — X wird beschrieben durch die Rekursionsgleichung der Ordnung k > 0, die wie
folgt aussieht:

VEeT: f(t+k)=F(ft), ft+1), ..., f{t+k—1),1),

wobei I : (X¥ x T) — X eine gegebene stetige Funktion ist. Sobald die Anfangswerte
f(0), f(1),..., f(k—1) bekannt sind, ist die Funktion f eindeutig festgelegt und kann mit
einem Programm rekursiv fiir jede natiirliche Zahl ausgewertet werden.
Oftmals ist F' nicht explizit von ¢ abhéngig und wir sprechen in diesem Fall von einer au-
tonomen (zeitunabhingigen) Rekursion. Dieser kann als Standardfall betrachtet werden,
da sich nicht-autonome Rekursionen immer auf autonome zuriickfithren lassen. Aulerdem
lassen sich Rekursionen beliebiger Ordnung immer auf Rekursionen erster Ordung trans-
formieren. Beide Riickfithrungen erhchen jedoch die Dimension n des Wertebereiches von
f.
Wir beschreiben zuerst die Riickfithrung einer nicht-autonomen Rekursion erster Ordung
fiir eine Funktion f : T'— X, gegeben durch die Funktion F': (X xT') — X; als Rekursion
fiir f liest sich das so:

VieT: f(t+1)=F(f(t),1t). (1)
Wir definieren nun Y := X x T und die Funktion

G:Y =Y, (x,t)— (F(x,t),t + 1),
die eine Rekursion fiir g : 7' — Y definiert:
VieT :g(t+1)=G(g(t)). (2)

Wenn nun f : 7' — X die Rekursion (1) erfiillt, dann erfiillt die Funktion (z,t) — (f(¢),t)
die Rekursion (2). Umgekehrt: wenn g : 7" — Y die Rekursion (2) erfiillt und einen Start-
wert ¢(0) mit t--Komponente gleich 0 hat, dann ist die erste Komponente von g eine Losung
von Rekursion (1) und die zweite Komponente ist die Identitdt ¢ — ¢. Bei Rekursionen
hoherer Ordung funktionert eine dhnliche Riickfiihrung.
Nun beschreiben wir die Riickfithrung einer autonomen Rekursion der Ordnung k& > 1 fiir
eine Funktion f : T — X, gegeben duch eine Funktion F : X* — X und als Rekursion
geschrieben

VieT: fit+k)=F(f@t), ft+1),....f(t+Ek—1)), (3)
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auf eine Rekursion erster Ordnung. Wir definieren Y := X* und die Funktion
G:Y =Y (xvg,x1,...,05-1) — (x1,29,..., F(x0,21,...,Tp_2)).

Diese definiert wieder eine Rekursion fiir g : T — Y'; die Rekursionsgleichung ist die glei-
che wie in (2). Wenn f : T'— X nun die Rekursion (3) erfiillt, dann erfiillt die Funktion
t— (f(t), f(t+1),..., f(t+k—1)) die Rekursion (2). Wenn umgekehrt g die Rekursions-
gleichung (2) erfiillt, dann erfiillt jede der k& Komponenten die Rekursion (3).

1.1 Lineare Rekursionen

Es sei X ein reeller Vektorraum. Eine nicht notwendigerweise autonome Rekursion, gegeben
durch eine Funktion F : (X* x T) — X, heifit linear, wenn fiir jedes t € T die Funkti-
on (zg,...,xx_1) — F(xg,...,z5_1,t) linear ist. Die Losungen bilden einen Vektorraum
der Dimension k dim(X). Ferner ist die Abbildung, die jedem k-Tupel von Anfangswerten
(zg,...,7x_1) € X* die eindeutig bestimmte Losung der Rekursion mit diesen Anfangs-
werten zuordnet, ein Isomorphismus von Vektorrdumen (siche Aufgabe 1.2).

Die oben beschriebene Riickfithrung liefert eine lineare Rekursion erster Ordnung. Be-
schrianken wir uns daher (vorlaufig) auf eben solche. Es sei X = R". Dann kann die Funk-
tion F' auch als matrix-wertige Funktion A : T"— R™*"  also

F(SU(), c. ,xk,17t> = A(t) : (ﬂ?o, c. 7',1:14:71)7

geschrieben werden. Der Vektorraum-Isomorphismus zwischen Anfangswerten und Losun-
gen lédsst sich ebenfalls als matrix-wertige Funktion B — R™ " schreiben. Die Losung
f T — R™ der Rekursion

VieT: f(t+1)=A(t)f(t)

lasst sich dann schreiben als
g(t) = B(t)(9(0),...,g(k —1)).
Die Matrix B erfiillt die Gleichungen
Vi: B(t+1) = A(t)B(t), B(0) = I,.

Die Matrix B(t) kann berechnet werden durch Aufmultiplizieren der Matrizen A(0), ..., A(t—
1) von rechts nach links. Im autonomen Fall bleibt A € R™*™ unverdndert und B(t) = A"
Diesen Fall werden wir spéater noch genauer studieren.

Bemerkung 1.1. Wie bereits erwahnt, lassen sich nicht-autonome Rekursionen immer
auf autonome Rekursionen zuriickfithren. Bei dieser Reduktion wird im Allgemeinen die
Linearitéit nicht beibehalten, weshalb die Theorie der nicht-autonomen linearen Rekursio-
nen (bzw. im kontinuierlichen Fall die Theorie der nicht-autonomen linearen Differential-
gleichungen) komplizierter als die Theorie der autonomen linearen Rekursionen (bzw. der
autonomen linearen Differentialgleichungen) ist.
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Sofern nicht explizit anders geschrieben, verstehen wir unter einer “linearen Rekursion”
eine homogene lineare Gleichung. Die inhomogene lineare Rekursion fiir f : T° — R”™ ist
von der Form

VieT: f(t+1)=A@)f(t)+b(t),
wobei A : T — R"™ " eine gegebene matrixwertige Funktion und b : T" — R" eine gegebene

vektorwertige Funktion ist. Wir konnen nun die inhomogene lineare Rekoursion auf eine
homogene lineare Rekursion zuriickzufiihren. Dazu betrachten wir g : T — R™*! und

VieT :gt+1) =

0o --- ()‘1

mit der Anfangsbedingung, dass die letzte Komponente von ¢(0) gleich 1 ist. Dann sind
die ersten n Komponenten von g gleich f, und die letzte Komponente ist konstant 1.

1.2 Kontinuierliche Dynamische Systeme

In diesem Kapitel ist 7' = R oder eine zusammenhéngende Teilmenge von R (also ein Inter-
vall). X ist wieder ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum oder eine Teilmenge davon.
Eine Funktion f : T — X wird in diesem Fall beschrieben durch eine Differentialgleichung
der Ordnung k£ > 0 als

veeT: fO(t) = F(f(1), f'(t),.... V@) 0), (4)

wobei F : (X* xT) — X eine gegebene stetige Funktion ist. Im Unterschied zum diskreten
Fall ist Losbarkeit und Eindeutigkeit iiberhaupt nicht klar. Der fundamentale Satz von
Picard/Lindelof, der spater noch ausfiihrlich behandelt wird, besagt, dass unter gewissen
Voraussetzungen an F eine Losung f der Differentialgleichung (4) existiert. Ferner ist die
Losung eindeutig durch die Anfangswerte f(0), f/(0), ..., f*=1(0) festgelegt.
In anderer Hinsicht jedoch ist die Theorie der kontinuierlichen Systeme einfacher als die
der diskreten Systeme. Zum Beispiel kann man im kontinuierlichen Fall sehr einfach “die
Zeit umdrehen” und ein lineares System aufstellen, das in die Vergangenheit schaut. Man
braucht dazu nur in der Differentialgleichung ¢ durch —¢ ersetzen. Im diskreten Fall kann
man die Rekursionen im Algemeinen nicht nach riickwérts verfolgen. Dazu miisste zum
Beispiel im Fall von F': X — X und der Rekursion V¢ : f(t + 1) = F(f(¢)) die Funktion
F invertierbar sein.
Die oben besprochenen Riickfiihrungen fiir den diskreten Fall lassen sich auch auf den
kontinuierlichen Fall iibertragen. So kann man eine nicht-autonome Differentialgleichung
fir f:T — X

VieT: f'(t) = F(f(t),t)
auf eine autonome Gleichung fiir g : T" — X x T zuriickfithren. Eine Differentialgleichung
der Ordnung k fir f: 7T — X,

vte T f8(t) = F(f(1), f'(t),.... f*70(@), (5)
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lisst sich auf eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir g : T — X* zuriickfiihren.
Wie im Fall von diskreten Systemen bleibt Linearitdt im Allgemeinen nur bei der zweiten
Riickfithrung erhalten.

1.3 Zusammenhang zwischen diskreten und kontinuierlichen Sy-
stemen

Es gibt mehrere Querverbindungen zwischen dem diskreten und dem kontinuierlichen Fall.

e Falls in einer autonomen Differentialgleichung Existenz und Eindeutigkeit der Losung
des Anfangswertproblems fiir f : R — X

VieR: f'(t) = F(f(t))

erfiillt ist, haben wir fiir jede Schrittweite A > 0 eine Funktion G : X — X, sodass
fir alle t € R die Gleichung f(t + h) = G(f(t)) gilt. Die Funktion G berechnet also
den Wert nach Zeiteinheit h und stellt eine Diskretisierung der Differentialgleichung
dar. Die Losungen der Rekursion fir ¢ : N — X Vit € N : g(t + 1) = G(g(t))
sind Folgen (f(to), f(to + h), f(to + 2h),...) von Funktionswerten der Losung der
Differentialgleichung.

e Fiir kleine numerische Werte von h kann ein G wie oben approximativ berechnet wer-
den. Auf diese Weise erhélt man numerische Verfahren zum Auswerten von Losungen
von Anfangswertproblemen.

e Wenn die Losungen einer Differentialgleichung bei 0 analytisch sind — das heifit alle
Ableitungen bei 0 existieren und die Taylorreihe konvergiert in einem geeigneten
Konvergenzbereich gegen die Funktion — dann bilden die Ableitungen bei 0 eine Folge.
Diese Folge erfiillt eine Rekursion, die sich oft direkt aus der Differentialgleichung
berechnen l&sst.

e Umgekehrt kann man aus einer Folge, die eine Rekursion 16st, eine Potenzreihe bilden
und hoffen, dass die Potenzreihe konvergiert. Im positiven Fall erfiillt sie oft eine
Differentialgleichung, die sich direkt aus der Rekursion ableiten lasst.

e Bei der qualitativen Beschreibung von Lésungen einer Differentialgleichung im Grenz-
wert ¢t — oo gibt es eine wichtige Methode, die wir noch diskutieren werden: man
bildet eine Durchschnittsmenge H C X und untersucht die Folge der Schittpunkte
einer Losung mit dieser in der zeitlichen Reihenfolge. Diese Folge erfiillt ebenfalls ei-
ne Rekursion, und qualitative Eigenschaften dieser Rekursion héngen eng zusammen
mit qualitativen Eigenschaften der zu untersuchenden Differentialgleichung.



Aufgabe 1.1. 1. Die geometrische Reihe kann rekursiv definiert werden als das System
VteN:a(t+1)=qa(t), s(t+1)=s(t)+a(t)

mit Startwerten a(0) = 1 und s(0) = 0. Man schreibe das System als vektorwertige
Rekursion in der Form (a,s)(t + 1) = M - (a, s)(t).

2. Zeige, dass das resultierende System gelost werden kann, in dem man fiir alle n € N
den Ausdruck M™ berechnet. Uberpriife dies in dem damit die bekannte Formel der
geometrischen Reihe hergeleitet wird.

Aufgabe 1.2. Sei X ein Vektorraum der Dimension d, k € Nund F : X* x N — X eine
lineare Abbildung in X*. Zeige, dass die Menge der Lésungen

L={f: N> X |VteN: f(t+k)=F(f(t),...,ft+k—1),1)}

ein Vektorraum der Dimension k d ist.
Hinweis: Zeige, dass die Abbildung ¢ : L — X*_ f s (f(0),..., f(k—1)) ein Isomorphis-
mus von Vektorrdumen ist.

Aufgabe 1.3. 1. Fiihre fiir ag,...,a,-1 € R;b: R+— R und f : R — R die Differenti-
algleichung

S + ana fO7V@) 4 - 4 an f1(8) + ao f(8) + () = 0
auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriick.

2. Unter welchen Bedingungen an b ist das neue System linear?

Aufgabe 1.4. Fiihre folgende lineare Differentialgleichungen in autonome Differentialglei-
chung erster Ordnung iiber:

L () + tsin(f(9) = £(2).
2. f"(t) = —cos(t)f(t).
Sind die entsprechenden equivalenten Systeme linear?

Aufgabe 1.5. Fiihre folgende Differentialgleichung in eine mit niedrigerer Ordnung bzw.
in expliziter Form iiber:

1. fir f: R—>R: f7(t)*>— f'(¢t) +* = 0;

2. fir f: R — R, unbekannte Funktionen «(t), 5(t) sowie r € Z \ {0,1}: f'(t) =

a(t) f(t) + B(E) f()";
Hinweis: Betrachte g(t) := f(t)'".

3. fiir f: R— (—m,m) : 2arctan(f'(t)) + f(t) = 0.



2 Stabilitdtsanalyse von kontinuierlichen Systemen

Bevor wir uns konkreten Losungsverfahren zuwenden, wollen wir versuchen, qualitativ
etwas iiber die Losung auszusagen, ohne die Losung tatsdchlich zu berechnen. Numerische
und exakte Methoden zur Lésung werden spéter noch besprochen. Dazu betrachten wir
zunéchst den Spezialfall von skalaren autonomen Differentialgleichungen und Satz 2.2,
welcher die allgemeine Definition motiviert.

2.1 Skalare autonome Differentialgleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir den kontinuierlichen Zeitbereich 7" = R und X C R.
Gegeben ist eine stetige Funktion F': T — R und gesucht ist f : 7' — R differenzierbar,
sodass

vteR: fi(t) = F(f(1)) (6)

gilt.

Das asymptotische Verhalten der Loésung wird durch das Vorzeichen von F' bestimmt:
wenn fiir ein ¢y € T der Wert F'(f(t)) positiv bzw. negativ ist, dann ist eine Losung bei
o streng monoton steigend bzw. fallend. Wenn die Menge der Nullstellen von F' diskret
ist, konnen wir X unterteilen in offene Intervalle, in denen F positiv oder negativ ist; und
deren Randpunkte, den Nullstellen.

Es sei zunéchst xg € X eine Nullstelle von F. Dann ist die konstante Funktion f : ¢ — x
eine Losung der Differentialgleichung. Mit den Begriffen, die im néchsten Abschnitt ein-
gefithrt werden, wird der Punkt zy als “Gleichgewichtspunkt” oder “Equilibrium” bezeich-
net.

Beispiel 2.1. Essei F': R — R die “logistische Funktion” z + z(1—z). Die entsprechende
Differentialgleichung fiir f : R — R,

Ve fi(t) = f()(1 = f(1))

wird verwendet zur Beschreibung einer Population. Solange die Bevilkerung f(¢) im Verhalt
nis zu 1 klein ist, ist die Anderungsrate proportional zu z. Wenn f(t) aber in die Nihe des
Schwellwerts 1 kommt, wird das Wachstum kleiner und kann fiir f(¢) > 1 auch negativ
werden.

Die Differentialgleichung besitzt genau zwei Equilibrien, also Werte bei denen die Bevolke-
rung konstant bleibt, namlich f(¢) = 0 und fo(t) = 1.

Ein wenig schwieriger, aber immer noch leicht zu verstehen, ist die Situation in folgendem
Satz:

Satz 2.2. Es sei xg € X eine Nullstelle von F'. Es sei (a,xq) ein Intervall in dem F' positiv
ist (a = —oo ist erlaubt). Es sei (xg,b) ein Intervall in dem F negativ ist. Es sei f : R — R
eine Lisung der Differentialgleichung, sodass f(0) € (a,b) ist. Dann gilt lim,_,, o f(t) = xo
(insbesondere existiert der Grenzwert).



Beweis. Wir definieren die Funktion g : R — R, ¢ + (f(t) — xg)*. Weil f differenzierbar
ist — schlieBlich ist f eine Losung der Differentialgleichung — ist auch ¢ differenzierbar.
Auflerdem gilt fiir alle ¢

g'(t) =21 ()(f(t) — mo) = 2F (f())(f(t) — xo),

und dieser Wert ist in einer Umgebung von ¢t = 0 negativ: wenn némlich (f(t) — o)
positiv ist, ist F'(f(¢)) negativ, und wenn (f(t) — x¢) negativ ist, ist F'(f(t)) positiv. Daher
ist die Funktion bei 0 monoton fallend, das heiffit der Abstand des Funktionswertes zum
Equilibrium wird kleiner. Insbesondere ist f(t) € (a,b), und die Funktion ¢ ist auf ganz
R, monoton fallend. Daher ist auch f monoton steigend (im Fall f(0) < xy) oder monoton
fallend (falls f(0) > z). Daraus folgt auch, dass der Grenzwert x; := lim;_, 1, f(t) existiert
und in (a,b) liegt. Wir miissen noch zeigen, dass x; = xq ist.

Da f bei x; eine waagrechte Asymptote hat, gilt

: , : .
0= lim f(t)= lim F(f(t))=F(lim f(t))=F).

(Der Grenzwert lim;_,, « f’(t) existiert, weil auch der Grenzwert limy_, , ., F'(f(t)) existiert.)
Also ist x; eine Nullstelle von F. Wenn f(0) < z, dann ist ; im Intervall [f(0), zo], und
wenn f(0) > zg, dann ist x; im Intervall [z, f(0)]. In diesem Bereich gibt es aber nur eine
einzige Nullstelle von F' und die ist z. [

In Beispiel 2.1 sind die Voraussetzungen von Satz 2.2 fiir das Equilibrium zy = 1 erfiillt.
Daher konvergiert der Funktionswert fiir alle Startwerte in (0, 00) gegen 1.

2.2 Stabile und Asymptotisch Stabile Equilibrien

In Satz 2.2 wird eine Situation beschrieben, die man gerne allgemein formulieren mochte:
“stabile Equilibrien” sollten Umgebungen besitzen, sodass Losungen mit Startwert in der
Umgebung nicht mehr aus dieser Umgebung ausbrechen. Leider ldsst sich so eine Um-
gebung, aus der es kein Entkommen mehr gibt, nicht immer (und wenn, dann auch nur
schwierig) nachweisen. Fiir die exakte Definition verwenden wir eine Beschreibung aus der
Analysis.

Es sei n > 0 und X eine offene Menge in R™ und xy € X. Es sei F': X — R" ein stetiges
Vektorfeld, welches ein kontinuierliches dynamisches System durch die Differentialgleichung
Vit f'(t) = F(f(t)) fir f:R — X beschreibt.

Definition 2.1. Wenn F(z() = 0 ist, dann nennen wir o ein Equilibrium fir das dyna-
mische System beschrieben durch F.

Fiir jedes Equilibrium zy ist die konstante Funktion f(¢) = z( eine Losung der Differenti-
algleichung mit Anfangswert x.

Definition 2.2. Es sei xg ein Equilibrium. Wir nennen es ein stabiles Equilibrium, wenn
fiir jede Umgebung U von xg eine Umgebung V' von x( existiert, sodass fiir jede Losung f
der Differentialgleichung mit Startwert f(0) € V und fiir alle ¢ > 0 gilt: f(¢) € U.
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Beispiel 2.3. Betrachte das skalare dynamische System gegeben durch F': R — R mit

- (e

Es lasst sich leicht zeigen, dass F' stetig ist. Die Equilibrien sind 0 und alle Punkte der
Form = mit k € Z \ {0}.

Fiir gerade £ > 0 und ungerade k < 0 ist die Voraussetzung von Satz 2.2 erfiillt, und diese
Equilibrien sind daher auch stabil.

Fiir gerade £ < 0 und ungerade k > 0 haben wir eine zeitliche Umkehrung der Stabilitét:
die Losungen in der Néhe driften vom Equilibrium weg. Diese sind also nicht stabil.

Das interessanteste Equilibrium ist der Nullpunkt. In jeder Umgebung der 0 befinden sich
sowohl stabile als auch instabile Equilibrien von vorigem Typ. Jede nichtkonstante Losung
wird von einem stabilen Equilibrium eingefangen (dem zum Startwert néchsten). Fiir jede
Umgebung U von 0 kénnen wir daher eine Umgebung V' angeben, sodass U sowohl V' als
auch alle Equilibrien enthéalt, die die Losungen mit Startwert in V' einfangen. Mit anderen
Worten: 0 ist ein stabiles Equilibrium.

In Satz 2.2 wird insbesondere auch die Konvergenz gegen das Equilibrien vorhergesagt.
Der Begrift Stabilitat driickt zwar das “Nicht-Ausbrechen” aus, aber nicht die Limes-
Eigenschaft. Wir definieren daher zusétzlich:

Definition 2.3. Es sei xg ein stabiles Equilibrium. Wir nennen es asymptotisch stabil,
wenn eine Umgebung W von x, existiert, sodass jede Losung mit Startwert in W gegen z
konvergiert.

Wenn die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfiillt sind, handelt es sich daher sogar um ein
asmyptotisch stabiles Equilibrium. In Beispiel 2.3 ist das stabile Equilibrium bei 0 nicht
asymptotisch stabil: die Grenzwerte existieren zwar immer, sind aber in der Regel andere
Equilibrien (solche mit ungeraden k). Wir haben aber noch ein viel einfacheres Beispiel
eines stabilen, aber nicht asymptotisch stabilen Equilibriums, nédmlich fiir das Vektorfeld
F: X — R" x+ 0. Jeder Punkt ist ein Equlibrium, alle Equilibrien sind stabil, keines
davon ist asymptotisch stabil.

Bemerkung 2.4. Oftmals ist F' : T" — X C R stetig differenzierbar und z, € X ei-
ne isolierte Nullstelle von F mit F'(z¢) # 0. In dieser Situation gibt es folgende zwei
Moglichkeiten:

e Falls F'(zg) < 0, dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.2 fiir eine Umgebung von
xo erfiillt und z( ist ein asymptotisch stabiles Equilibrium.

e Falls (xy) > 0, dann ist  ein instabiles Equilibrium.
In der Mathematik ist man versucht Definitionen so allgemein als moglich zu halten. Bei

der Definition der asymptotischen Stabilitdt konnte man meinen, dass die Voraussetzung
der Stabilitat iiberfliissig wére: es konnte sein, dass aus der Aussage
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es existiert eine Umgebung W von z(, sodass jede Losung mit Startwert in W
gegen xo konvergiert

schon die Stabilitiit von xq folgt. Im Fall X C R! kann man zeigen, dass das tatsiichlich
der Fall ist: wenn die obige Aussage erfiillt ist, dann konnen sich die Nullstellen von F
nicht bei zy hdufen, sonst hétte jede mogliche Umgebung W ein weiteres Equilibrium und
damit eine Losung, die nicht gegen zy konvergiert. Die Voraussetzung von Satz 2.2 ist
daher erfiillt, und damit haben wir Stabilitdt. Wir werden aber spéter zwei-dimensionale
dynamische Systeme sehen, die ein Equilibrium besitzen, welches die obige Aussage erfiillt
aber nicht stabil ist (und daher auch nicht asymptotisch stabil).

Das Phasenportrait ist eine graphische Darstellung eines dynamischen Systems, in dem die
Bilder der einzelnen Losungen als Kurven in X dargstellt werden, und die Durchlaufrich-
tung der Kurve mit einem Pfeil gekennzeichnet wird. Die Kurven bzw. Punkte (im Fall
von Equilibrien) nennen wir auch Bahnen. Voraussetzung fiir das Erstellen des Phasenpror-
traits sind die Eindeutigeit (Bahnen sind disjunkt) und zumindest lokale Existenz (jeder
Punkt hat eine Bahn) von Losungen. Wenn die Voraussetzungen erfiillt sind, bilden die
Bahnen eine Partition von X.

Im Fall X C R! kann man das Phasenportrait der Differentialgleichung fiir f : T — X,
Vt o f'(t) = F(f(t)) zeichnen, wenn man die Nullstellen von F' und das Vorzeichen des
Wertes von F'in den Intervallen zwischen den Nullstellen kennt. Die Nullstellen entsprechen
konstanten Losungen und werden als Punkte dargestellt. Die Intervalle sind ebenfalls Bilder
von Losungskurven. Die Richtung ist aufwérts in Intervallen, in denen F' positiv ist, und
abwirts in Intervallen, in denen F' negativ ist.

Abbildung 1: Phasenportrét der logistischen Differentialgleichung f/(t) = f(¢)(1 — f(t)).
Der Bildraum besteht aus 5 Bahnen. Zwei davon sind Punkte, der Punkt 1 ist asymptotisch
stabil.

2.3 Bifurkationen

Angenommen ein dynamisches System ist stetig von einem (oder mehreren) Parame-
ter abhingig. Welchen Einfluss haben kleine Anderungen des Parameters auf Stabilitéits-
Eigenschaften der Equilibrien? Diese Fragestellung wird im Lauf der Vorlesung noch ausfiihr-
lich behandelt. An dieser Stelle geben wir eine Vorschau auf den Begriff der Bifurkation
mit einigen Beispielen.
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Sei dazu F : R? = R, (\,x) — F(\, z) eine stetige Funktion. Fiir ein fixes A € R schreiben
wir F) fiir die Funktion R — R, x — F(\,x). Diese definiert die parameterabhingige
Differentialgleichung fiir f : R — R

Vi f(t) = FA(f(1)).

Beispiel 2.4. Wir beginnen mit F)(z) = —z + A. Dieses System hat fiir jedes A € R
genau ein Equilibrium, und zwar bei A. Die Voraussetzungen von Satz 2.2 sind erfiillt, also
ist das Equilibrium asymptotisch stabil. Es dndert zwar die Position, aber der Typ bleibt
unverdndert, wenn man den Parameter dndert. Dieses Phdnomen werden wir spéter als
strukturell stabil bezeichnen.

Beispiel 2.5. (Sattelknoten) Das néchste Beispiel ist Fi(z) = 22 — . Fiir A < 0 gibt es
kein Equilibrium. Fiir A\ > 0 existieren zwei Equilibrien, némlich bei +v/A. Das Equilibrium
bei —v/\ ist asymptotisch stabil, das andere nicht. Im Grenzfall A = 0 haben wir ein
Equilibrium, welches “halbseitig stabil” ist: Bahnen von unten konvergieren, Bahnen von
oben nicht.

Beispiel 2.6. (transkritisch) Nun sei F)\(z) = z(x — \). Hier gibt es fiir fast alle A zwei
Equilibrien bei 0 und bei A, aufler bei A = 0, wo beide zusammenfallen. Beim Ubergang
von negativen zu positiven Parametern wechseln die Equilibrien den Typ: fiir negative A
ist das Equilibrium bei A stabil und das bei 0 nicht. Fiir positive A ist es umgekehrt.

Im Bifurkationsdiagramm verwenden wir A und z als Koordinaten. Die Nullstelle von F
in der (A, z)-Ebene ist im Allgemeinen eine Kurve. Wir zeichnen die Teile der Kurve,
die stabilen Equilibrien entsprechen, mit durchgehendem Strich, und die anderen Teile
strichliert. Die Regel ist: wenn unterhalb eines Kurvenzweiges die Funktion F' positiv ist
und oberhalb negativ, dann wird dieser Teil durchgehend gezeichnet, sonst strichliert.

Abbildung 2: Bifurkationsdiagramme fiir die parameterabhéingigen Differentialgleichungen
') = —f@t)+ X, f'(t) = f(&)> =X, f'(t) = f(&)(f(t) — ). Stabile Equilibrien sind
durchgehend gezeichnet, die anderen strichliert.

Aufgabe 2.1. Man zeichne fiir f : R — (0, 00) ein Phasenportrait der Differentialgleichung
f'(t) = F(f(t)) mit

Va1

Fa) = D@22 falls ¢ £ 1
—2 falls z =1
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Aufgabe 2.2. Untersuche fiir unbekannte Parameter a,b € R die Equilibrien der vektor-
wertigen Differentialgleichung

(50) = (ZSsmaon)

Fiir die Werte a = 0,b = 0 sind die Losungen der Differentialgleichung

(fl(t)) _ (fl(O) .efz<o>~<ef—1>>
fa(t) f2(0) - e '
Zeige, dass der Ursprung in diesem Fall ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist.

Hinweis: Nutze dazu direkt die Definition von Stabilitat.

Aufgabe 2.3. Ein Equilibrium heifit isoliert, wenn es eine Umgebung besitzt, die keine
weiteren Equilibrien enthalt.

Es sei F': R" — R" stetig. Es sei 2y € R" ein stabiles Equilibrium. Beweise oder widerlege
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(A) z ist ein asymptotisch stabiles Equilibrium.
(B) o ist ein isoliertes Equilibrium.
Im Fall n = 1 gilt die Aquivalenz, im Fall n = 2 gilt nur mehr eine Richtung.

Aufgabe 2.4. Gegeben sei die parameterabhiingige Differentialgleichung

Fi(t) = Fx(f(1) = f(O) (X = f(6)*),
wobei A € R, f: R — R.
1. Zeichne das Phasenportrait fiir A = 1.
2. Konstruiere das Bifurkationsdiagramm.

Aufgabe 2.5. Skizziere das Bifurkationsdiagramm fiir die parameterabhingige Differen-
tialgleichung f/'(t) = A2 — f(t)> — f(t)* mit A\ € R, f: R — R.
Hinweis: Versuche eine explizite Darstellung der Equilibrien zu vermeiden.
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3 Losungsverfahren

Es gibt Anekdoten von Mathematikern, die mit einem rechnerischen Problem konfrontiert
werden, eine Nacht lang nachdenken und danach stolz verkiinden: “ich habe gezeigt, dass
eine Losung existiert”. Meistens bleibt der Applaus aus, man erwartet sich oft mehr. Doch
was genau heifit es eigentlich eine Gleichung zu 16sen?

Ein eklatanter Fall ist die polynomiale Gleichung vierten Grades fiir x € C:

ot + asrd + avr® + a4 ag = 0,

wobei ag, a1, as, a3 € C unbekannte Parameter sind. Nach dem Fundamentalsatz der Alge-
bra existieren 4 Losungen, die auch zusammenfallen kénnen. Die Formel von Ferrari liefert
einen Ausdruck fiir die Losung, der neben den arithmetischen Operationen (4, —, -, :) auch
Wurzeln enthélt. Die Wurzel ist im komplexen eine mehrdeutige Operation, und bei der
richtigen Wahl der Auswertung bekommt man die 4 Lésungen.

Es besteht also kein Zweifel, dass die Formel von Ferrari die obige Gleichung vollstéandig
16st. Andererseits wird die Formel aus zwei Griinden kaum zur numerischen Berechnung der
Losungen verwendet. Erstens ist die Formel kompliziert und die Wurzeln sind im komple-
xen nicht leicht auszuwerten (zu Ferraris Zeiten verwendete man dazu Winkelfunktionen).
Zweitens steht ein einfaches numerisches Néaherungsverfahren zur Verfiigung, das schnell
konvergiert, ndmlich das Newton-Verfahren. Ist dann nicht die Newton-Methode gemein-
sam mit dem Fundamentalsatz der Algebra, der die Existenz und Anzahl der Losungen
garantiert, eine bessere “Losung” als Ferraris Formel?

Im Fall von dynamischen Systemen ist nicht eine Zahl, sondern eine Funktion gesucht.
Das macht das Versténdnis des Losungsbegriffes nicht gerade einfacher. Wenn wir uns die
Option einer numerischen Losung offenhalten wollen, liegt folgende Definition nahe: eine
Differentialgleichung fir f ist geldst, wenn wir zu einem gegebenen Anfangswert f(0) und
zu einer gegebenen Stelle T die Zahl f(T)) berechnen kinnen, sei es mit einer Formel oder
mit einem numerischen Ndherungsverfahren.

Wenden wir die gleiche Definition auch fiir die Rekursionen an, dann ist die Rekursion
selbst schon eine Loung, weil sie als rekursiver Algorithmus gelesen werden kann.

Fiir Differentialgleichungen ist die Sache nicht so einfach. Sein € N, X C R" und F': X —
R™. Wir wollen die Differentialgleichung

vt fi(t) = F(f(1)

fir f: R — X l6sen. Sei 7 > 0. Im Eulerschen Polygonzugverfahren wéhlen wir zunéchst
N € N — je grofler NV, desto hoher ist der Rechenaufwand, aber wir erwarten auch eine
hohere Genauigkeit — und unterteilen das Intervall [0,7] in N Teilintervalle der Lénge
h := . Dann definieren wir eine Rekursion fiir gy : N — X mittels

Vt:gn(t+1) = gn(t) + hF(gn(1)),

hoffend, dass die rechte Seite in X liegt. Ist dies nicht der Fall, bricht das Verfahren
mit einer Fehlermeldung ab (das kann nicht passieren wenn X = R™ ist). Als Startwert
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setzen wir gy(0) = f(0), den gegebenen Startwert von f. Und fiir alle i > 0 ist gy (i) ein
Néherungswert fiir f(hi).

Zwei schwerwiegende Einwédnde muss man an dieser Stelle machen. Erstens ist nicht garan-
tiert, dass iiberhaupt ein Losung f mit dem gegebenen Startwert existiert. Zweitens, selbst
wenn die Losung existiert und eindeutig ist, dann ist auch nicht klar, ob limy_,. gn(N)
existiert und gleich f(7) ist. Beide Fragen werden an spéterer Stelle noch behandelt.

3.1 Symbolische Loésungen

Es gibt auch unzéhlige Beispiele bei denen Losungsformeln einfacher und schneller aus-
wertbar sind als numerische Verfahren. Das Entwickeln von Algorithmen zum Berechnen
von Losunsformeln ist Aufgabe der mathematischen Disziplin “Symbolisches Rechnen”. Es
ist natiirlich nicht so, dass immer eine Losungsformel existiert. Ob das so ist, hdngt von
der Sprache ab, die man vorher definieren muss und die genau festlegt was eine Formel ist.
Ein beriihmtes Beispiel aus der Algebra ist die allgemeine Gleichung fiinften Grades fiir
x e C:
20+ asxt + azx® + agr? + a1z + ag =0,

wobei ag, a1, as, a3, aqs € C gegeben sind. Abel/Ruffini/Galois haben gezeigt, dass es kei-
ne Losungsformel gibt, die aus den arithemetischen Operationen und Wurzeloperationen
besteht.

Ein oft verwendeter Begriff einer Formel ist die Menge der elementaren Funktionen: eine
Funktion einer Teilmenge von C nach C heifit elementar, wenn sie sich ausdriicken l&sst
durch arithemtische Operationen, Exponentialfunktionen und Logarithmen (Wurzelfunk-
tionen konnen sich durch Exponentialfunktionen und Logaritmen ausdriicken lassen). Die-
se Klasse von Funktionen ist relativ eingeschrinkt, und viele Gleichungen sind mit diesem
Formelbegriff unlosbar, etwa Gleichungen, die auf polynomiale Gleichungen héheren Gra-
des fithren. Auch Integrationsprobleme und damit Differentialgleichungen sind manchmal
unlésbar, wie zum Beispiel die Gleichung

Vi f(t) = e (7)

fiir f. Die elementare Funktion ¢ — e!” hat keine elementare Stammfunktion.

Ein Satz von Liouville gibt Aufschluss dariiber, wie Stammfunktionen einer elementaren
Funktion aussehen konnen, sofern sie existieren. Wir verzichten in dieser Vorlesung auf die
exakte, technisch aufwéndige, Formulierung und geben hier nur eine vage Idee:

Satz 3.1. Es sei f eine elementare Funktion und F' eine elementare Stammfunktion. Dann
treten als Argumente von Fxponentialfunktionen in F nur solche Ausdriicke auf, die auch
schon als Argumente von FExponentialfunktionen in f auftreten; und als Argumente von
Logarithmen in F treten entweder Ausdriicke auf, die auch schon als Argumente von f in
Logarithmen auftreten, oder in f im Nenner eines Bruches stehen. In letzem Fall ist F
eine lineare Funktion von diesem Logarithmus.
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Der Beweis des Satzes von Liouville ist konstruktiv. Er liefert einen Algorithmus, der
entscheidet, ob eine gegebene elementare Funktion eine Stammfunktion hat, und berechnet
diese im positiven Fall.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Unterklasse der rationalen Funktionen, also Funktionen, die
sich nur durch arithmetische Operationen darstellen lassen. Diese haben immer elementare
Stammfunktionen, und nach dem Satz von Lieuville treten nur Logarithmen von Faktoren
des Nenners und keine Exponentialfunktionen auf. Mit Hilfe der Methode der Partial-
bruchzerlegung kann eine elementare Stammfunktion berechnet werden (siehe Skriptum
fiir Analysis).

Wiirde man die Sprache erweitern und zusétzlich zu arithmetischen Operationen, Exponen-
tialfunktion und Logarithmus auch noch unbestimmte Integrale zulassen und Funktionen,
die sich in dieser Sprache schreiben lassen, etwa “intelementare Funktionen” nennen, dann
hat man natiirlich iiberhaupt kein Problem, die Gleichung (7) zu lésen: f(z) = [ e**dx.
Allgemein hat jede intelementare Funktion ¢ eine intelementare Stammfunktion, ndmlich

[ g(x)da.

3.2 Trennung der Variablen

Es seien T" C R und X C R Intervalle, a : X — R* und b : T' — R stetige Funktionen
(zur Erinnerung: wenn K ein Korper ist, dann ist K* die Menge aller Elemente ungleich
0). Wir I6sen die nichtautonome Differentialgleichung fir f : 7 — X

b(t)
a(f(t))
durch Riickfiithrung auf Integration und Funktionsumkehrung.

Es seien A := [a und B := [b Stammfunktionen von a und b. Da A’(z) # 0 fiir alle
x € X gilt, ist A: X — Y invertierbar, wobei Y die Bildmenge von A ist.

VieT: f'(t) = (8)

Satz 3.2. In der Notation wie oben ist A~' o B eine Losung. Umgekehrt lifit sich jede
Lisung schreiben als t — A~ (B(t) + ¢) fiir eine geeignete Zahl ¢ € R.

Beweis. Es sei h eine differenzierbare Funktion von 7" nach X. Dann ist A genau dann eine
Losung der Differentialgleichung, wenn

b J—
aoh

b

(Aoh) =(A oh)-h'=(aoh)-

ist, also genau dann wenn A o h eine Stammfunktion von b ist (zum Beispiel B). O

Man beachte, dass die Losung g = A~! o B nicht in ganz T definiert sein muss: damit g
beim Wert ¢ definiert ist, muss B(t) in Y liegen (dem Definitionsbereich von A™1). Wenn
zusitzlich zur Differentialgleichung eine Anfangsbedingung f(tg) = x¢ gegeben ist, wobei
to € T und 2y € X ist, dann ist die Konstante ¢ = A(xy) — B(ty) eindeutig festgelegt.
Wenn also {iberhaupt eine Losung existiert, dann ist diese eindeutig.
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Bemerkung 3.1. Es gibt Beispiele, bei denen das Anfangswertproblem keine Losung hat,
die auf ganz T definiert ist (siehe etwa Aufgabe 3.1). Wenn 7" und X offen sind, dann gibt
es aber lokal immer eine Losung, d.h. es existiert eine Umgebung von t,, auf der die Losung
definiert ist.

Beweis: In der Notation von zuvor: Damit die Losung

t — ATY(B(t) + A(zo) — B(to))

fiir ¢ definiert ist, muss B(t) + A(zo) — B(typ) in Y liegen. Fiir t = t, ist das der Fall.
Nachdem A streng monoton und X offen ist, ist Y = A(X) ebenfalls offen. Es sei

Diese Menge ist auch offen und weil B stetig ist, ist das Urbild U := B~1(V') wieder offen.
Da B(ty) € V, ist U eine offene Umgebung von ty. Fiir ¢ € U ist B(t) € V und daher
B(t) + A(zo) — B(ty) € Y.

Zwei wichtige Spezialfille von Gleichungen der Form (8) sind der autonome Fall und der
lineare Fall. Im autonomen Fall ist X = R, {5 = 0, und b die konstante Funktion 1. Im
Anfangswertproblem bei der allgemeinen autonomen Differentialgleichung fiir f

vt f'(t) = F(f(t))

konnen wir daher zwei Fille unterscheiden: entweder ist F'(f(0)) ungleich 0, dann kénnen
wir die Methode TdV anwenden. Oder F(f(0)) = 0, dann existiert auf jeden Fall eine
konstante Losung. In Aufgabe 3.1 sehen wir, dass die Losung im zweiten Fall nicht eindeutig
sein muss.

Im Fall einer linearen Gleichung ist X = R und (8) von der Form

Vi f1(t) = b(t) f (1)

Wenn der Startwert f(xg) # 0 ist, dann verkleinern wir X auf R*, setzen a : X — R als
T — % und erhalten die allgemeine Lésung

f(t) _ eB(t)Jrc _ CleB(t).

Wenn man die Stammfunktion B gleich ¢ — fti b(s)ds setzt, dann ist ¢; gleich dem Start-
wert xo. Die Losung ist auf ganz R definiert und hat keine Nullstellen.

Wenn der Startwert f(xo) = 0 ist, erhdlt man die konstante Losung f(t) = 0. Diese ist
auch die einzige Losung mit diesem Startwert, da alle anderen Losungen keine Nullstellen

haben.

Es kann passieren, dass eine gegebene Differentialgleichung nach einer geeigneten Substi-
tution auf die Form (8) gebracht werden kann, wie die der sogenannten Fuler-homogenen
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Differentialgleichung. Es sei dazu F' : R — R stetig und die Differentialgleichung fiir

f:(0,00) = R von der Form
Vi f'(t)=F (@) :

Nach der Substitution f(¢) = ¢ g(¢) erhélt man eine Differentialgleichung fiir g, fiir die TdV
angewendet werden kann (siche Aufgabe 3.3).

Hier noch ein Trick, der hilft, TdV anzuwenden ohne die Formel auswendig zu lernen.
Er besteht aus Umformungen der Differentialgleichung in Pseudo-Gleichungen, die zwar
mit einem Gleichheitszeichen ausgestattet sind, aber deren Seiten nicht immer sinnvolle
mathematische Ausdriicke sind:

CTI0)
o bl)
i~ alf)

a(f)df = b(t)dt

/a(f)df - /b(t)dt
A(f)=B(t)+c¢
f=ATY(B(t) + o)

Die Voraussetzung A'(z) # 0 fiir alle € X und der Definitionsbereich 7" sollte dabei aber
weiterhin beachtet werden.

3.3 Reduktion der Ordnung

Wir betrachten nun autonome Differentialgleichungen zweiter Ordnung und fithren diese
auf Differentialgleichungen erster Ordnung, im Allgemein nicht autonom, zuriick. Fiir diese
gibt es zumeist keine symbolische Lésung, aber in manchen Féllen ldsst sich TdV anwenden.
Es sei F': R? — R stetig und fiir f : R — R die Differentialgleichung

Ve f(t) = F(f(t), /(1))

gegeben. Wir nehmen an, dass f’(ty) # 0 ist. Dann ist f lokal invertierbar und es existiert
eine Funktion ¢ : U — R, wobei U eine Umgebung von f(to) ist, mit f'(t) = g(f(¢)) wann
immer die rechte Seite definiert ist. Wir leiten nun beide Seiten der Gleichung f'(t) =
g(f(t)) ab und verwenden die Differentialgleichung:

F(f(t),9(f(2))) = F(f(1), /') = ["(t) = g (S () f'(t) = g'(f(£)g(f(2)).

In dieser Gleichung kommt ¢ nur als Argument von f vor. Wir setzen s := f(t) und erhalten
F(s,g(s)) = g'(s)g(s)-
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Diese Differentialgleichung fiir ¢ kann eventuell mittels TdV gelost werden, zum Beispiel
wenn F' nicht von der zweiten Variable abhéngt. Um f zu finden, muss in einem zwei-
ten Schritt noch die Gleichung f'(t) = g(f(t)) gelosen werden, wobei hier erneut TdV
angewandt werden kann.

Wenn man von einer linearen Differentialgleichung eine Losung kennt, kann man die Ord-
nung ebenfalls reduzieren. Es sei k € N, T C R, und ay, ...,ax_1 : T — R stetig. Falls fiir
die Differentialgleichung fiir f: T — R

vt [ + aa (OFCV) + -+ an(O)f (1) + ao(t)f(£) =0 (9)

eine Losung f; : T — R, die auf T keine Nullstellen hat, bekannt ist, ersetzen wir f(t)
durch f;(t) g(t) und berechnen eine Differentialgleichung fiir g : 7" — R. Nach Anwenden
der Produktregel und Ausmultiplizieren aller Klammern werden alle Terme weggekiirzt,
in denen ¢ nicht abgeleitet wird. Das Ergebnis ist eine linear Differentialgleichung der
Ordnung k — 1 fiir ¢’ : T'— R. Wir fiihren die Rechnung durch fiir den Fall k = 2:

0= (f19)" +a(frq1) +aofrigr = (1 + fi9) + a1 frg + a1 fign + aofrg =
= fig" +2fid + flg+arfig +aifign +aofrg = (ff +arfi+aofi)g+ fr9" +2f19 +aifrg =
= fig" +2fid + a1 f1g’.

Nachdem f; keine Nullstellen hat, erhdlt man nach Division durch f; und der Substitution
h(t) = ¢'(t) eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir h, bei der TdV angewandt
werden kann. Ist die allgemeine Losung h gefunden, erhédlt man f nach Integration von h
und anschlieSender Multiplikation mit f.

Auch wenn man keine Losung kennt, kann man die Ordnung reduzieren, erhélt dann al-
lerdings eine nichtlineare Differentialgleichung. Wir nehmen an, es existiert eine Losung
f ohne Nullstellen, und fiihren die Substitution g = fTI mit g : T" — R durch. Wenn ¢
gefunden wurde, kann f durch TdV berechnet werden.

Zum Auffinden der Gleichung fiir g stellen wir die Ableitungen von f in der Form f mal
einem Ausdruck in g und seinen Ableitungen dar:

f=f1
f'=1f-g
f'=rfg+fd=rl+fd=f(+9)
" =(f(+9)) = f(P+9)+[(P+9) = falg*+9)+ (g +9") = f-(¢*+9"+399")
usw.

Ersetzt man in Gleichung (9) alle Ableitungen von f durch die rechten Seiten obiger Glei-
chungen und dividiert durch f, erhélt man die Gleichung fiir ¢g. Im Fall £ = 2 lautet das
Ergebnis

g +g*+ag+ay=0,
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welche als Riccati- Differentialgleichung bezeichnet wird. Weil die Riickfithrung auch um-
gekehrt funktioniert, kann man auch eine gegebene Riccati-Differentialgleichung auf eine
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung reduzieren. Errédt man eine Losung, kann
man diese Differentialgleichung wie oben beschrieben losen.

3.4 Variation der Konstanten

Die Methode der Variation der Konstanten gibt es in zwei Variationen, fiir vektorwerti-
ge Differentialgleichungen erster Ordnung und fiir skalare beliebiger Ordnung. Sie dient
zur Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung unter der Annahme, dass die
allgemeine Losung der dazugehorigen homogenen Gleichung schon bekannt ist. Im skala-
ren Fall fiir Ordnung 1 kann man bekanntlich die homogene Gleichung mit TdV losen,
also hat man durch Teamwork von TdV und VdK ein allgemeines Losungsverfahren fiir
inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Auch fiir autonome Differential-
gleichungen werden wir Losungsverfahren fiir den homogenen Fall angeben, und daher sind
auch alle inhomogenen Differentialgleichungen 16sbar, bei denen der lineare Anteil nicht
von t abhéngt.
Der vektorwertige Fall ist einfacher zu erkldren, darum fangen wir damit an. Es sei T' C R
ein reelles Intervall, n € N. Es sei A : T — R™ " eine matrix-wertige stetige Funktion und
b: T — R"™ eine vektorwertige Funktion. Wir 16sen die inhomogene Differentialgleichung
fir f: T —-R"

VieT: f'(t)— A(t)f(t) = b(t) (10)

unter der Annahme, dass wir das Anfangswertproblem der homogenen Gleichung fiir g :
7 —R"
vVt :g'(t) — At)g(t) =0

fiir jeden Anfangswert bei der Anfangssstelle ty € T' 16sen konnen. Die Annahme ist equi-
valent zu der, dass wir eine Matrix B kennen, die die Matrix-Differentialgleichung

Vit B'(t) = A(t)B(t)

und die Anfangsbedingung B(tg) = I, erfiillt; die Matrix B(t) ist jene lineare Abbildung,
die jedem Anfangswert vy € R" den Funktionswert g(¢) der Losung zuordnet.

Alles das setzt natiirlich voraus, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
hat; auch das werden wir spéter fiir beliebige lineare Differentialgleichungen zeigen. Eine
weitere Folgerung aus diesem (spéter zu zeigenden) Satz ist, dass die Matrix B(t) fiir alle
t € T invertierbar ist. Um das zu zeigen, wéhlen wir ¢; € T beliebig, und zeigen dass
B(ty) invertierbar ist, indem wir eine inverse Matrix angeben. Die Inverse von B(t;) ist die
Matrix Bj(tg), wobei Bj(t) der linearen Abbildung entspricht, die jedem Anfangswert v,
bei t; den Wert f(¢) der eindeutigen Losung mit Anfangswert f(¢;) = v; zuordnet — mit
anderen Worten, die Funktion B; ist die Losung der Martrix-Differenzialgleichung oben,
nur mit einer anderen Anfangsbedingung By (t1) = I,,.
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Mit dem Ansatz f(t) = B(t) h(t) mit h : T — R fiir die inhomogenen Gleichung erhalten
b(t) = (B()h(1)) — A() B()A(t) = B(&)I'(t) + B'(t)h(t) — A(t) B(t)h(t)
= BN (t) + (B'(t) = A[t) B(t))h(t) = B()W (1),
oder equivalent dazu
(B(t)"'b(t) = h'(t).

Die Funktion A kann nun durch Integration gefunden werden. Um eine Losung fiir die
Gleichung fiir f zu finden, muss noch mit der Matrixfunktion B multipliziert werden.

Wir wenden uns dem skalaren Fall beliebiger Ordnung zu. Es sei T" C R, £ € N und

ag, . ..,ax_1,b : T' — R stetige Funktionen. Wir l6sen folgende Differentialgleichung fiir
f:T—R

FE +apa f5 Y+ af +aof =0 (11)
Wir nehmen an, dass wir & linear unabhéngige Losungen ¢y, ..., gx der homogenen Glei-
chung fiir g

9"+ ap1g® Y+t ang’ +aog =0

schon kennen. An dieser Stelle kénnten wir die Gleichung (11) schon auf zwei Arten l6sen:
e Zuriickfiithren auf die vektorielle Gleichung erster Ordnung wie in (10) und VdK.

e Zuriickfithren auf eine homogene lineare Gleichung der Ordnung k£ + 1, dann k mal
Reduktion der Ordnung mit den bekannten Losungen um eine lineare Gleichung
erster Ordnung zu erhalten, bei der man schlussendlich TdV anwendet.

Im ersten Fall hat man eine matrixwertige Funktion zu invertieren. Im wesentlichen lauft
es darauf hinaus, ein k x k£ Gleichungssystem fiir unbekannte Funktionen zu l6sen. Was wir
jetzt machen, ist, dieses Gleichungssystem ohne Umwege hinzuschreiben.
Wir suchen Funktionen hy,..., hy : T — R, sodass deren Ableitungen h,...,h; die fol-
genden Gleichungen erfiillen:

G+t bl = 0

G, o+ g, =

GUR - g, =0

G g =0
g R g =

Die Matrix, die der linken Seite dieses Gleichungssystems entspricht, ist genau die Matrix
B (eigentlich: matrixwertige Funktion) in der vektorwertigen Differentialgleichung, auf die
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man die Gleichung (11) reduzieren kann. Deshalb ist die Matrix auch fiir alle t € T" inver-
tierbar, und das Gleichungssystem kann nach hf, ..., h) aufgelost werden. Die Funktionen
hi,...,h; konnen nun durch Integration gefunden werden.
Das Gleichungssystem ist nun gerade so gewahlt, dass mit f := gy1hy + - - - 4+ gxhx Folgendes
gilt.

f=gihi+ -+ gihy

f'=gihi+ -+ g.h
fr=gh+ -+ gihy

FED = g5 4 B,
FED =g Oh 4 gt he+ b

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ag, die zweite mit a; usw. (letzte Zeile mit 1)
und summieren alles auf. Das Ergebnis ist — nach einigen Umformungen unter Verwendung
der Annahme, dass g1, ..., gr die homogene Gleichung 16sen — gleich b. Also erfiillt f die
Differentialgleichung.

Beispiel 3.3. Gegeben sei fiir f : R — R die inhomogene Differentialgleichung
VteR: fl(t) =2f(t) + 1+, f(0)= -1

Die homogene Gleichung f(t) = 2f(t) lasst sich mittels TdV 16sen. In der Notation von (8):

b(#t) = 1.a(z) % daher B(t) = t, A(z) = X&)

wobei a(z) # 0 fiir alle x € Ry gilt. Die homogene Losung ist daher
h(t) = A"Y(B(t) + ¢) = e*1¢ = ¢1e.

Mit dem Ansatz f(t) = c;(t) €%, eingesetzt in die inhomogene Differentialgleichung, erhal-
ten wir
d(t)e* =142

_ —(2t242t43)e"?

oder equivalent dazu, ¢ (t) = (1 + t?)e~?. Integriert ergibt das c;(t) 1 +c
und 22 + 2t + 3
—(2t t
f(t) =ci(t) e = ( —Z +3) + ce?.
Nach Auswertung und Einarbeitung des Anfangswertes erhalten wir noch ¢ = ’Tl.

Bemerkung 3.2. In der Literatur wird oftmals beschrieben, dass sich eine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung (10) durch die Losung der homogenen Gleichung plus
einer speziellen Losung berechnen ldsst. Wir haben im Beispiel oben das gleiche Ergebnis
bekommen, als wir in der Integration von B’(t) eine Unbestimmte additiv eingefiihrt haben.
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Bernoulli-Differentialgleichung. Es sei T C R, a,b : T — R stetige Funktionen und
n € N. Die Differentialgleichung fiir f : T — R*

VeeT: f'(t)+a(t)f(t)+bt)f(&)" =0

ist fir n # 0,1 zwar nicht linear, aber sie lasst sich durch die Substitution f(t) = g(t)ﬁ
auf eine lineare Gleichung fiir g zuriickfiihren:

, T ]_ n n n
0= (gl%> +agTn + bgTn = 0 gTng +aggTr + bgTr

-n
Nach Herausheben von gﬁ erhélt man die inhomogene lineare Differentialgleichung fiir ¢
g'(t)
1—n

Diese kann man mit VAK und TdV lésen. Ist g bekannt, erhélt man f durch die obige
Substitution.

+a(t) g(t) +b(t) =0.

Symbolische Methoden im diskreten Fall. Die Frage der Losbarkeit mit symboli-
schen Methoden macht auch fiir Rekursionen Sinn. Wir werden zum Beispiel im néchsten
Abschnitt eine symbolische Losung fiir lineare autonome Rekursionen angeben. Fiir nicht-
autonome oder nichtlineare Rekursionen gibt es viele Resultate, aber auch offene Fragen.
Fiihrende Experten auf diesem Gebiet arbeiten auf der JKU (Kauers, Paule, Schneider,
Koutschan).

3.5 Unlosbarkeitsresultate

Ahnlich zur Galois-Theorie in der Agebra kann man fiir eine gegebene lineare Differential-
gleichung mit Hilfe der Picard-Vessiot-Theorie entscheiden, ob sich die allgemeine Losung
als intelementare Funktion schreiben 1&t. Also, ob sich die Losung zuriickfithren lasst auf
Integration, Logarithmus, und Exponentialfunktion. “Im Prinzip” deshalb, weil der Algo-
rithmus fiir Ordnung grofler als 2 ziemlich kompliziert und rechenaufwéndig ist; es gibt
auch keine vollstdndige Implementierung.

Auf jeden Fall weifl man von einigen Differentialgleichungen, dass die allgemeine Losung
nicht intelementar ist. Die einfachsten sind die Airy-Differentialgleichung fiir a : R — R

Vi :ad"(t) —ta(t) =0
und die Besselsche Differentialgleichung fiir b : (0,00) — R
VE 2 (1) + b () + (7 — AH)b(t) = 0,

wobei A ein reeller Parameter ist, sodass A — % nicht ganzzahlig ist. Falls A — % ganzzahlig
ist, ist die Losung sogar elementar.

Fiir allgemeine (nichtlineare) Differentialgleichungen gibt es keine vergleichbare Theorie.
Gelingt es nicht die Gleichung zu l6sen oder auf eine lineare Gleichung zuriickzufiihren,
dann hat man keine Moglichkeit festzustellen, ob die Losung intelementar ist oder nicht.
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Aufgabe 3.1. 1. Man zeige, dass die Losung des Anfangswertproblems
vteT: f'(t)=f(t)*, f(0)=20#0
nicht aut 7" = R definiert sein kann.

2. Zeige, dass es neben der konstanten Losung auch noch eine nicht-konstante Losung
des Anfangswertproblems

vteR: f(t) = F®), f(0) =0
gibt.

Aufgabe 3.2. Man gebe die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen fiir f :
T — X mit geeigneten 7, X C R an:

L) = b
2. fi(t) = e’ +®
3. /(1) = 220 _ f(t) sin(t)

Aufgabe 3.3. 1. Zeige, dass sich Euler-homogene Differentialgleichungen nach der Trans-
formation ¢(t) = f(t)/t mittels Trennung der Variablen 16sen lassen.

2. Lose fir f: (0,00) — R die Differentialgleichung

fi(t) = %?2 + @

Aufgabe 3.4. 1. Zeige, dass sich Differentialgleichungen der Form f'(t) = F(at +

bf(t) + ¢) mit a,b,c € R;b # 0 fir f : R — X C R nach der Transformation
g(t) = at + bf(t) + ¢ mittels TdV 16sen lassen.

2. Lose fir f: R — Ry die Differentialgleichung
Fit) = (t+ f(1)*
Aufgabe 3.5. Lose fiir f: R — R das Anfangswertproblem
(L= f"(t) +2tf'(t) = 2f(t) = 6(1 = %), f(0) =1, f'(0) = 0.
Aufgabe 3.6. Eine Population ldsst sich mittels der Anfangswertprobleme
P'(t) =7 P(t) — 7 P(t)°, P(0) = Ry

bzw.

P'(t) =y P(t) =7 P(t), P(0)=F
mit v, 7, Py > 0 modellieren. Lose die Bernoullische Differentialgleichungen und berechne
die Populationsentwicklungen fiir ¢ — oo.
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4 Lineare Autonome Systeme

In diesem Kapitel behandeln wir den Spezialfall von linearen autonomen Rekursionen bzw.
linearen autonomen Differentialgleichungen. Das erlaubt uns die Anwendung von linearer
Algebra und ermoglicht eine vollstéindige Beschreibung des Losungsraumes.

4.1 Lineare Autonome Rekursionen

In diesem Kapitel ist T = N, X = R” fiir ein n € N, A € R"™"” eine Matrix, und die
Rekursion fiir f: T'— X gegeben durch

ft+1) = Af(t). (12)

Die allgemeine Losung ist f(¢) = A'v mit einem beliebigen Anfangswert v = f(0). Wir
interessieren uns fiir das Verhalten von f(t) fiir grofie ¢.

Was im kontinuierlichen Fall die Equilibrien sind, sind im diskreten Fall die Fizpunkte —
im linearen Fallen der Nullvektor und die Eigenvektoren zu 1, die zu konstanten Folgen
fithren. Fiir manche andere Eigenwerte — namlich fiir komplexe Einheitswurzeln — bekom-
men wir Zyklen, d.h., periodische Losungsfunktionen. Die Definition von Stabilitdt und
asymptotischer Stabilitdat sind die gleichen wie in Definition 2.2 und in Definition 2.3, man
braucht nur das Wort “Equilibrium” durch das Wort “Fixpunkt” ersetzen.

Sei k € N, k > 1. Ein k-Zyklus der Rekursion (12) ist eine Losung f(t), die

VEET: ft+k) = f(t)

erfiillt. Wir kénnen die Begriffe Stabilitit und asymptotische Stabilitdt auch auf k-Zyklen
erweitern. Dazu verwenden wir die Tatsache, dass die k-Zyklen den Fixpunkten der Re-
kursion fir g : T — X,

gt +1) = A¥q(t),
entsprechen. Ein (asymptotisch) stabiler k-Zyklus entspricht einem (asymptotisch) stabilen
Fixpunkt von AF.

Beispiel 4.1. Es sei n € N. Ein n-Eck ist gegeben durch eine Folge von n Punkten
(p1,---,pn) € (R*)". Durch Anwendung der Vorschrift “ersetze jeden Punkt durch den
Mittelpunkt seiner Nachbarpunkte” erhalten wir ein neues n-Eck. Diese Vorschrift kann
als lineare Abbildung

F - (RQ)n N <R2)n’ (pla o 7pn) — (pn +p2 D1 +p3 Pn—1 +p1>

5 T g 2

geschrieben werden. Die zugehorige Abbildungsmatrix ist eine Blockmatrix bestehend aus
2 x 2 Blocken, und zwar

0 1 1,
1
R 0
L 0 0



Wir iterieren die Abbildung und beobachten, was mit dem n-Eck passiert. Dazu verwenden
wir das Programm http:www.risc.jku.at/people/jschicho/dg/ngon.py.

n=3. Eine [teration liefert ein d&hnliches Dreieck mit halber Seitenldnge, das auf den Kopf
gestellt ist. Iterieren wir die Abbildung, so werden die Dreiecke immer kleiner und konver-
gieren gegen den Schwerpunkt.

Die Eigenwerte sind +1 mit Vielfachheit 2 und %1 mit Vielfachheit 4. Der dominierende
Eigenwert ist 4+1, darum wird bei fortgesetzter Iteration die Dreiecke auf den Eigenraum zu
+1 projiziert. Der ist gegeben durch p; = p, = ps, und die Projektion auf diesen Eigenraum
ist das entartete Dreieck, bei dem alle 3 Punkte im Schwerpunkt zusammenfallen. Diese
entarteten Dreeicke sind Fixpunkte; sie sind stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

Der Eigenraum zu = ist die Menge aller Dreiecke mit Schwerpunkt (0,0). Das ist der
Grund fiir die Beobachtung, dass die Dreiecke bei jedem Schritt auf die Hélfte verkleinert

und auf den Kopf gestellt word.

n=4. Die erste Iteration liefert ein entartetes Viereck mit p; = p3 und ps = ps. Ab
der zweiten passiert nichts mehr, scheinbar ist eine konstante Folge erreicht worden. Im
Programm wird allerdings nicht gezeigt, dass die Punkte vertauscht werden, das heifit, in
Wahrheit haben wir einen 2-Zyklus (p1, p2, p1, p2), (D2, p1, P2, p1). Dieser 2-Zyklus ist stabil,
aber nicht asymptotisch stabil.

Die Matrix hat die Eigenwerte 1 (Vielfachheit 2), 0 (Vielfachheit 4), und —1 (Vielfachheit
2). Der Eigenraum zum Eigenwert 0 wird nach einer Iteration gleich wegprojiziert. Die
Summe der beiden anderen Teilrdume ist genau die Menge aller Vierecke mit p; = p3 und
p2 = ps. Zweimalige Anwendung der Abbildung, eingeschrinkt auf diese Menge, ist die
Identitat, darum der 2-Zyklus.

n=>5. Die Matrix hat wieder den Eigenwert 1 mit Vielfacheit 2 (das gilt {ibrigens fiir alle
n). Der Eigenraum ist, vergleichbar mit dem Fall des Dreiecks, die Menge aller Fiinfecke,
bei denen alle Punkte zusammenfallen.

Wir beschrinken uns auf den Orthogonalraum, also der Menge aller Fiinfecke mit Schwer-
punkt (0,0). Es gibt zwei Eigenwerte, namlich A\, := _1%@ ~ 0.3 und Ay := %g ~ —0.8,
beide mit Vielfachheit 4. Der Eigenraum zu \; ist die Menge aller affinen Bilder eines re-
gelméfigen Fiinfecks. Der Eigenraum zu )\, ist das affine Bild einer anderen Figur, die
man leicht sehen kann, wenn man die Abbildung oft genug iteriert und ab und zu ver-
groflert: weil dieser Eigenwert betragsméfiig der groflere ist, setzt sich diese Figur immer
mehr durch. Weil Ay < 0 ist, wird die Figur bei jeder Iteration auf den Kopf gestellt.

Es ist klar, dass das asymptotische Verhalten von A’, ¢t € N, von den Eigenwerten von A
abhéingt. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass sich A schreiben lisst als A = BJB™!,
wobei B invertierbar und A eine Jordan-Normalform ist. Fiir alle ¢ gilt

A'=(BJB™ Y =BJB'BJB'BJ...JB'=BJ'B,

also geniigt es das asymptotische Verhalten von Jordan-Normalformen zu untersuchen.
Sieht man sich die Formeln fiir die Potenzen von Jordan-Blocken an, so sieht man, dass
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alle Eintréige von der Form (,) A’ sind (sofern sie nicht Null sind), wobei A der Eigenwert
in der Diagonale des Blocks und k eine natiirliche Zahl kleiner als die Groe des Blocks ist.
Dieser Term (Z) ANF konvergiert fiir [A] < 1 gegen 0; fiir [A| = 1 und k = 0 ist der Term
beschrankt; in allen anderen Fallen ist der Term unbeschrankt.

Fiir die Potenzen der Matrizen sind daher die folgenden Fille moglich.

e Alle Eigenwerte haben Betrag kleiner als 1. Dann gilt lim,_,., A* = 0.

e Alle Eigenwerte haben Betrag kleiner oder gleich 1, und die Jordan-Blocke, die zu den
Eigenwerten mit Betrag 1 gehoren, sind 1-Blécke. Dann ist die Folge der Matrizen
(A")sen beschrinkt.

e In allen anderen Fillen ist die Folge (A");cny unbeschrinkt.

Satz 4.2. a) Wenn die Folge (A')en gegen O konvergiert, dann ist der Nullvektor ein
asymptotisch stabiler Fizpunkt.

b) Wenn die Folge (A')ien beschrinkt ist, dann ist der Nullvektor ein stabiler Fizpunkt.
¢) Wenn die Folge (A')en unbeschrinkt ist, dann ist der Nullvektor nicht stabil.

Beweis. In allen 3 Fillen verwenden wir die Formel f(t) = Ay, fiir die Losung f(t) der
Rekursion (12).
b) Wenn die Folge der Matrixpotenzen beschrankt ist, dann ist auch

K = {Aw [t €N, |jo]| < 1}

beschrénkt. Es sei R eine obere Schranke fiir den Maximalbetrag von Elementen in K. Mul-
tiplikation mit beliebigen Potenzen von Faktoren kann den Betrag eines Vektors hochstens
ver- R-fachen. Es sei U eine offene Umgebung von 0. Dann suchen wir eine Kugel von Ra-
dius € > 0, die in U enthalten ist, und wihlen V' als Einheitskugel von Radius . Jede
Folge mit Startwert in U bleibt dann in V.

a) Wenn lim;_,,, A* = 0 gilt, dann ist lim;_,, f(#) = 0 unabhiingig vom Startwert vg. Das
zeigt den Zusatz “asymptotisch”.

¢) Angenommen, der Nullvektor sei stabil. Wir wéhlen U := {v | |jv|]] < 1}. Wegen
der Stabilitidt existiert eine offene Umgebung V' von 0, sodass Losungen mit Startwert
in V' immer in U bleiben. Es sei ¢ der Radius einer Kugel mit Mittelpunkt 0, die in V'
enthalten ist. Dann kann Multiplikation mit beliebigen Matrizen den Betrag eines Vektors
héchstens mit dem Faktor % multiplizieren. Daraus folgt, dass die Folge der Potenzen von
A beschrankt ist beziiglich der Norm

M = [[M][op := sup |[Muvl].

v,|Jol|<1
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Wir wenden uns dem skalaren Fall hoherer Ordnung zu: gegeben sind k € N, ag, ay,...,a,_1 €
R. Gesucht ist eine Folge f : N — R, die die Rekursion

Vi ft+k)+ap1f(t+k—1) 4+ +a f(t+1)+apf(t) =0 (13)

erfiillen. Die Funktion ist durch k& Anfangswerte f(0),..., f(k — 1) eindeutig bestimmt.
Ein klassisches Beispiel ist die Fibonacci-Rekursion k£ = 2, a; = ag = —1. Die Losung mit
Anfangswerten f(0) =0, f(1) = 1 ist die Fibonacci-Folge (0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Um das asymptotische Verhalten zu untersuchen (und nebenbei auch eine geschlossene
Losungsformel fiir die Rekursion zu finden), reduzieren wir auf den vektoriellen Fall erster
Ordnung und erhalten die folgende Rekursion fiir g : N — R¥

0 1 ... 0

0 0o ... 0
VieN:gt+1)=Ag(t), A=| : : : (14)

0 0o ... 1

—ayg —@1 ... —Qp_1

Die Matrix A ist die Begleitmatrix des Polynoms X*+a,_1 X* 1 +... +a; X +ag € R[X].
Dieses Polynom heifit auch das “charakteristische Polynom der Rekursion (13)”.

Wir werden ein wenig spéter zeigen, dass das Minimalpolynom und das charakteristische
Polynom der Begleitmatrix mit dem charakteristischen Polynom der Rekursion iiberein-
stimmen. Aus der Gleichheit von Minimalpolynom und charakteristischem Polynom folgt,
dass alle Jordan-Blocke maximale Gréfle haben, oder equivalent dazu, dass alle Eigenrdume
eindimensional sind.

Um die Jordan-Normalform verwenden zu kénnen, lassen wir auch komplexe Losungen zu,
also Funktionen von N nach C.

Der Losungsraum der Rekursion (13) wird von den Eintrdgen der ersten Zeile in der ma-
trixwertigen Funktion ¢t — A" erzeugt. Diese sind wiederum erzeugt von den Eintriigen
der matrixwertigen Funktion ¢ +— J* wobei J eine Jordan-Normalform von A ist. Diese
Eintrége kennen wir bereits: ein Eigenwert A # 0 von Vielfachheit m fithrt zu Eintrdgen
t— (HOA i=0,...,m— 1. Im Fall A = 0 sind die Eintréige gleich &, ..., 8,,_1, wobei

1, i=j

(Si ) =
) {0, sonst

ist. Insgesamt sind das k£ Funktionen, also genau die Dimension des erzeugten Vektorraums.
Sie sind linear unabhéngig und bilden daher eine Basis fiir den Losungsraum.

Beispiel 4.3. Das charakteristische Polynom der Fibonacci-Rekursion ist X? — X — 1, mit
den Nullstellen %5 ~ 1.62 und %5 ~ —0.62. Die allgemeine Losung der Rekursion ist

f(t>zcl <1+\/g> + co <1_\/3> ,C]_,CQGR.

2 2
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Mit den Anfangswerten f(0) =0 und f(1) = 1 bekommt man ¢; = ‘/?5, cy = —‘/?5.

Fiir grole t wird der zweite Summand sehr klein. Da die Fibonacci-Zahlen ganzzahlig sind,
liegt der erste Summand sehr nahe bei einer ganzen Zahl.

Im obigen Beispiel sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms reell. Wenn die
Nullstellen nicht reell sind, dann sind die Basislésungen oben auch nicht reellwertig, sondern
komplexwertig. Es tritt aber zu jeder nichtreellen Nullstelle auch die konjugiert komplexe
Zahl als Nullstelle mit der gleichen Vielfachheit auf. Damit hat man zu jeder nichtreellwer-
tigen Basislosung ¢ eine konjugiert komplexe Basislosung g. Durch komplexe Linearkom-
bination _

p= 919, 93

2 2i

kann man zwei reelle Losungen finden, die den gleichen Vektorraum wie g, g erzeugen.
Wenn man das fiir alle nichtreellen Basislosungen macht, kann man dadurch eine Basis

von reellwertigen Losungen erzeugen.

Beispiel 4.4. Die Rekursion fiir f : N — R
Vtig(t+2)+gt+1)+g(t)=0

hat das charakteristische Polynom X2+ X + 1 mit den Eigenwerten # = cos(27/3) +
isin(27/3) und =15 l\f = cos(27/3) —isin(27/3). Die komplexwertigen Basislosungen sind
f1(t) = (cos(27/3) +isin(27/3))" = cos(2tmw/3) + isin(2tr/3),

fo(t) = (cos(2m/3) — isin(27/3))" = cos(2tw/3) — isin(2tn/3).

(Hier haben wir die Formel von de Moivre fiir die Potenzen von komplexen Zahlen verwen-
det.) Als reelle Basisfunktionen findet man daher f3(t) = cos(2tm/3), fa(t) = sin(2tm/3)

und die allgemeine reellwertige Losung ist
f(t) = c1 cos(2tm/3) + cosin(2tn/3).

Beim asymptotischen Verhalten von Folgen, die durch lineare autonome Rekursionen defi-
niert werden, konnen wir folgende Moglichkeiten feststellen.

e Wenn alle Eigenwerte Betrag kleiner als 1 haben, dann konvergiert jede Losungsfolge
gegen (0, und 0 ist ein asymptotisch stabiler Fixpunkt.

e Wenn alle Eigenwerte Betrag kleiner gleich 1 haben und wenn alle Eigenwerte mit
Betrag 1 einfach sind, dann ist jede Losung beschrankt. 0 ist ein stabiler Fixpunkt.

e Wenn ein Eigenwert Betrag grofler als 1 hat oder wenn ein Eigenwert mit Betrag 1
und Vielfachheit grofler als 1 existiert, dann gibt es unbeschréinkte Losungen. 0 ist
ein instabiler Fixpunkt. Die Losungen wachsen aber héchstens exponential, d.h., es
existieren Konstanten C,Q € R, sodass Vt € N: f(t) < CQ" gilt.
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Zum Beweis reduziert man auf den vektorwertigen Fall erster Ordung und verwendet
Satz 4.2, sowie die Tatsache, dass die Grofe der Jordan-Blocke von Begleitmatrizen gleich
der Vielfachheit des zugehorigen Eigenwerts ist.

Erwéhnt sei noch eine Deutung des charakteristischen Polynoms, die wir im néchsten
Kapitel benotigen werden. Es sei F die Menge aller Funktionen N — R (bzw. aller Folgen
in R), die hochstens exponentiell wachsen. Diese Menge bildet mit gliedweiser Addition
und Skalarmultiplikation einen R-Vektorraum. Die Funktion

S:F—=F, f=(t— f(t+1))

heifit Shift-Operator: sie schmeifit das erste Folgenglied weg, und alle anderen riicken um
1 nach. Sei nun P € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad k, P = ag + a; X + -+ +
ap_1 X" ' 4+ X*. Wir defininieren den linearen Operator

P(S): F—=F, frraof +arS(f)+ -+ a5 (f) + S*(f).

Die linke Seite der Rekursion (13) ist gleich dem t-ten Glied der Folge P(S)(f), und
f: N — Rist genau dann eine Losung wenn sie im Kern von P(.S) ist. Das charakteristische
Polynom einer Rekursion liefert also genau jenes Polynom, in das man den Shift-Operator
einsetzen muss, um die linke Seite der Rekursionsgleichung zu erhalten.

Satz 4.5. Das charakteristische Polynom der Rekursion (13) ist gleichzeitig das Minimal-
polynom und das charakteristische Polynom der Matriz A in der Rekursion (14).

Beweis. Es sei f € F. Wir definieren die Prolongation

p(f) = (f,S(f), S*(f),.... S"7H(f) € .

Die Funktion f erfiillt die Gleichung A - p(f) = S(p(f)) genau dann, wenn f eine Losung
der Rekursion (13) ist (wir haben die Matrix gerade so definiert, sodass diese beiden Re-
kursionen equivalent sind).

Es sei M € R[X] das Minimalpolynom der Matrix A. Fiir alle Polynome P € R[X] und
fiir jede Losung f gilt die Gleichung

P(A)(p(f)) = p(P(S)(f))-

Das kann fiir Monome durch Induktion gezeigt werden und fiir beliebige Polynome folgt
es dann aus der Linearitdt der Gleichung. Daher ist fiir jede Losung f der Rekursion

0= M(A) - p(f) = p(M(S)(f))-

Der erste Eintrag dieser vektoriellen Gleichung ist M (S)(f) = 0. Das ist aber eine Rekur-
sion der Ordnung k' := deg(M). Da der Losungsraum der Rekursion (13) Dimension k
hat, muss & = £’ gelten. Es folgt, dass Minimalpolynom und charakteristisches Polynom
der Matrix gleich sind.

Nachdem das charakteristische Polynom ) der Rekursion (13) ebenfalls ein Polynom von
Grad k ist und fiir alle Losungen f auch Q(S)(p(f)) = 0 gilt, sind alle drei Polynome
gleich. [
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4.2 Lineare Autonome Differentialgleichungen

In diesem Kapitel beginnen wir mit dem skalaren Fall héherer Ordnung. Gegeben sind
keN, ag,...,ar_1 € R. Gesucht ist f: R — R, sodass

Wt fO() + a- OV @)+ af() +aof(t) =0 (15)

gilt. Beim Anfangswertproblem (AWP) sind zusétzlich noch f(0), f/(0),..., f*D(0) € R
vorgegeben. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (15) ist das Polynom
XF+ap 1 X+ a1 X + ayp.

Ahnlich wie im diskreten Fall definieren wir die Menge D aller beliebig oft differenzierbaren
Funktionen von R nach R, die beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplikation
ein reeller Vektorraum ist. Der Operator D : D — D ist definiert als die Ableitung. Wie
im diskreten Fall konnen wir dann die Differentialgleichung auch schreiben als

wobei die Null auf der rechten Seite die Nullfunktion ist und P das charakteristische Po-
lynom ist.

Mit der Methode des Potenzreihenansatzes werden wir eine Losung des AWPs konstruieren
und zeigen, dass es keine andere Losung geben kann, die an der Stelle 0 analytisch ist. Eine
Funktion f : R — R heifft analytisch an einer Stelle t, € R, wenn es eine Potenzreihe
Y nsoCn(t — to)" gibt, die auf einer Umgebung von ¢, gegen f(ty) konvergiert. Wie sich
leicht zeigen ldsst (siehe Aufgabe 4.4), stimmt fiir analytische f diese Potenzreihe mit der
Taylorreihe von f iiberein.

Fiir f differenzierbar und analytisch an der Stelle 0 bezeichnen wir mit tay(f) die Folge
(f™(0)),en. Man kann zeigen, dass das Wachstum dieser Folge durch (r!C"), beschrinkt
ist, wobei C' eine Konstante ist (siche Aufgabe 4.4). Wenn umgekehrt ¢ = (¢, ),en eine Folge
in F ist, dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe cri—: gleich +o00. Wir wollen
die Funktion von R nach R, die durch diese iiberall konvergente Potenzreihe definiert ist,
mit pow(c) bezeichnen.

Nun folgt sofort, dass die Funktionen tay : D — F und pow : F — D invers zueinander
sind, d.h. es gilt

e Ve e F :tay(pow(c)) = ¢;
e Vf € D analytisch bei 0 : pow(tay(f)) = f.

In folgendem Satz zeigen wir, dass die Menge der Losungen der Differentialgleichung 15
gleich dem pow-Bild der Menge der Losungen der Rekursion mit dem selben charakteristi-
schen Polynom ist.

Satz 4.6. Es sei k € N und P € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad k. Dann ist der
Kern von P(D) gleich dem pow-Bild des Kerns von P(S).
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Beweis. Weil man Potenzreihen innerhalb des Konvergenzbereichs gliedweise differenzieren
kann, ist pow o S = D o pow. Durch Induktion nach r zeigt man

powo S" =powo S o S=D"topowoS=D""oDopow=D"opow,

und wegen der Linearitdt von pow gilt daher powo P(S) = P(D) o pow. Sei f € D
analytisch. Dann ist f genau dann in ker(P(D)), wenn tay(f) im Kern von pow oP(S) =
P(D)opow ist; da der kern von pow Null ist, genau dann wenn tay(f) in ker(P(S5)) ist. O

Wir berechnen die Potenzreihen der Basislésungen zu einer Nullstelle A des charakteristi-
schen Polynoms:

(1)) Jo- S

=0

A=0: pow (d;)(t) =t

Den konstanten Faktor l@ konnen wir vernachléssigen. Hat A die Vielfachheit r, so sind die
Basislosungen
t— et te, Lt e

unabhéngig davon, ob A Null ist oder nicht. Ist A nicht reell, also A = a + bi mit b # 0,
dann ersetzen wir die komplexen Basislosungen

durch die reellen Lésungen

(a+bi)t+ (a—bi)t (a+bi)t __ (a—bi)t
tis RS 5 c = et cos(bt), t s thE 5 ‘
1

= t*e sin(bt).

Mit diesen Basislosungen konnen wir das Stabilitéitsverhalten des Equilibriums beim Null-
vektor analysieren.

Satz 4.7. Wenn die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Realteil kleiner als 0
haben, dann ist 0 ein asymptotisch stabiles Equilibrium.

Wenn die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Realteil kleiner gleich 0 haben und
die Nullstellen mit Realteil Null einfach sind, dann ist O ein stabiles Fquilibrium.

In allen anderen Fillen ist O ein instabiles Equilibrium.

Beweis. Die Funktion t — tFer ist fiir R(\) > 0 und fiir ®(\) = 0,k > 1, unbeschrinkt,
fir R(\) = 0,k = 0, beschrénkt, und fiir R(A\) < 0 konvergent mit Grenzwert 0. Daraus
folgt die Behauptung dhnlich wie im diskreten Fall. O

Beispiel 4.8. Es sei a > 0 und b > 0. Die Gleichung fiir f : R — R
Vi f"(t) +af (t)+bf(t) =0
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heifit Schwingungsgleichung. Sie beschreibt die Schwingung eines Federpendels oder die
Dynamik eines elektrischen Schwingkreises bestehend aus einem Kondensator, einer Spule

und einem Widerstand. Das charakteristische Polynom ist X*+ aX +b mit den Nullstellen
A\ = —a—Va?—4b Ny = —a++va?—4b
2 ’ 2 :

Im Fall von a? — 4b # 0 ist A\; # )\, und die Basislésungen lauten
t— eAlt, t— el
Fiir a® — 4b > 0 sind A\, Ay € R. Fiir a® — 4b < 0 wenden wir die Umformung auf
tse 2 cos(/—a2/A+bt), ts e 2 sin(y/—a2/4+ bt)

an.
Im Fall von a? — 4b = 0 ist A\; = Ay = —a/2 und wir erhalten die Basislésungen

—at —at
t—e2  t—=te 2.

4.3 Matrixexponential
Essein € Nund A € R"" und fiir f: R — R" die Differentialgleichung
vt f(E) = AF()

gegeben. Wegen f*)(0) = A* f(0) erhilt man mittels Potenzreihenansatz die analytischen
Losung

6 =3 2 50)

r!
r=0

Die matrixwertige Funktion ¢ — e4t = Yo %, die zu jedem Anfangswert die Auswer-

tung der Losung an der Stelle t liefert, heifit Matrizeponential von A. Folgenden Gesetze
gelten fiir alle A, B € R und s,t € R:

At
1 2o = At = M A.

9. pAspAt 6A(S+t)

3. Wenn AB = BA, dann ist e8! = eAteBt — eBteAtl,

. . . . -1 _
4. Wenn B invertierbar ist, dann ist e?48 't = BeAtB~1

Die letzte Identitédt konnen wir verwenden, um die Exponentialmatrix mit der Darstellung
in Jordan-Normalform zu berechnen. Fiir Jordan Blockmatrizen

A1 0 --- 0
O X1 .-+ 0

r — . . . . e R™"
000 -+ A
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ldsst sich das Matrixexponential leicht berechnen:

Moo 2N T L

e” te™ Ge (r—lz)!e 21 (r—1)!

0 6)\75 t€>\t T e)ﬂf t trTe

oIt — (r—2)! _ M (r—2)!
0 0 0 e e 00 0 --- 1

Das Matrixexponential von Jordan-Normalformen ist eine blockweise Anwendung der For-
mel oben. Fiir beliebige Matrizen A = BJB™! erhalten wir e’ = Be/*B~1.

Fiir das asymptotische Verhalten spielt das Matrixexponential eine d&hnliche Rolle wie die
Folge der Matrixpotenzen im diskreten Fall. Die entscheidene Eigenschaft fiir die Eigen-
werte ist aber nicht, ob der Betrag kleiner als 1 ist, sondern ob der Realteil kleiner als Null
ist, denn genau dann konvergiert die Exponentialfunktion ¢ — e* gegen Null.

Satz 4.9. Wenn alle Figenwerte von A negativen Realteil haben, dann ist der Nullvektor
ein asymptotisch stabiles Equilibrium.

Wenn alle Figenwerte von A nichtpositiven Realteil haben und wenn die Jordan-Blocke zu
FEigenwerten mit Realteil Null alle 1 x 1-Blocke sind, dann ist der Nullvektor ein stabiles
Equilibrium.

In allen anderen Fillen ist der Nullvektor ein instabiles Equilibrium.

Der Beweis ist dhnlich wie im diskreten Fall.

Beispiel 4.10. Die Schwingungsgleichung aus Beispiel 4.8 mit a, a® —4b # 0 kann auf die
Differentialgleichung

Vi:g'(t)=Ag(t), A= (_Ob :

(e M
5= (v 7)

zuriickgefithrt werden. Das Matrixexponential von A lautet daher

» 1 e M) (et 0 b A
At _ diag(M,22)t Rn—1 _ = 2 1) . . 1
¢« =be b ab(b b) ( 0 e)‘Qt) (—b Ag)’

und die erste Komponente von e4? - (}C,((%))) ist

) = deag()\la )\2) B_la

wobel

1

J‘(?f)z)\Q_)\1

(af(o) (e>\2t — e)qt) +2/1'(0) (eAzt _ e>\1t) + (Ao — )\1>f(0)(6>\2t + 6)\113)) .
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4.4 FEine Alternative zu VdK

Es sei P € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad k. Bei der linearen inhomogenen
Differentialgleichung fiir f: R — R

vt : P(D)(f)(t) = b(t), (16)

wobei b eine gegebene stetige Funktion von R nach R ist, kennen wir aus dem vorigen
Kapitel eine Basis des Losungsraums der homogenen Gleichung. Mit VK kénnte man nun
die inhomogene Gleichung l6sen. Dazu miissen ein k x k& Gleichungssystem mit Funktionen-
Koeffizienten und k Integrale gelost werden.

Wenn die rechte Seite b selbst eine Losung einer linearen autonomen Differentialgleichung
ist, zum Beispiel Q(D)(b) = 0 fiir ein Polynom @ € R[X] vom Grad [ € N, kann alternativ
der Operator (D) auf beide Seiten von (16) angewendet werden und man erhélt eine
homogene autonome Gleichung der Ordnung £ + I:

Q(D)P(D)(f) = (QP)(D)(f) = 0.

Hier verwenden wir zusétzlich, dass das Einsetzen von D in ein Polynom ein Ringhomo-
morphismus ist. Die Basis fiir den Kern von (QP)(D) ist bekannt, wobei in den k + [
Basisfunktionen die k& Basisfunktionen von P(D) enthalten sind. Mittels der restlichen [
Funktionen setzen wir eine allgemeine Linearkombination in (16) ein. Durch Koeffizienten-
vergleich bekommen wir ein Gleichungssystem, welches gelost werden kann, um die spezielle
Losung von (16) zu erhalten. Die allgemeine Losung ist nun die Addition der speziellen
und der allgemeinen Losung des homogenen Gleichungssystems. Zusammengefasst: es wer-
den Ableitungen, Koeffizientenvergleich und das Losen eines [ x [-Gleichungssystems mit
konstanten Koeffizienten benotigt.

Wenn die charakteristischen Polynome von P und @ teilerfremd sind, kann man anstatt
des Losens des linearen Gleichungssystems einen erweiterten Euklidischen Algorithmus fiir
P und @ durchfithren. Dieser liefert Polynome A, B € R[X] von Grad deg(A) = [ und
deg(B) = k, sodass AP + BQ = 1 ist, wobei 1 dem Identititsoperator entspricht. Die
Losung von (16) ist dann A(D)(b), da

P(D)A(D)(b) = (PA)(D)(b) = (1-BQ)(D)(b) = b—(BQ)(D)(b) = b—B(D)Q(D)(b) = b.
Beispiel 4.11. Bei der inhomogenen Schwingungsgleichung
P(D)(f) = f"(t) = f'(t) + f(t) = cos(v2t)

sind die Losungen der homogenen Gleichung aus Beispiel 4.8 bekannt. Die rechte Seite
b(t) = cos(v/2t) ist eine Losung der linearen autonomen Differentialgleichung

Q(D)(b) = '(t) + 2b(t) = 0.

Die Polynome P(D),Q(D) sind teilerfremd und der erweitere euklidische Algorithmus lie-
fert A(D) = (D — 1)/3 als Kofaktor. Dann ist

V2 sin(v/2t) + cos(v/2t)
3
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eine spezielle Losung und die allgemeine Losung lautet
F(t) = cre? cos(V/3t/2) 4 caet/? sin(V/3t/2) + h(t).

Aufgabe 4.1. 1. Fiihre die Fibonacci-Rekursion aus Beispiel 4.3 auf eine Rekusion
erster Ordnung zuriick.

2. Uberpriife Satz 4.5 anhand der Fibonacci-Rekursion und dessen charakteristisches
Polynom.

Aufgabe 4.2. Man berechne eine Losung folgender Rekursionen und analysiere dessen
Verhalten fiir ¢ — oo.

1 VEEN:6f(t+3) =Tf(t+2) — f(t), F(0)=0,f(1)=—1, f(2)
2.Vt eN:2f(t+3)=3f(t+2)— f(t), f(0)=0,f(1)=—1, f(2)

1.

1.

Aufgabe 4.3. Fiir welche Parameter A € R ist der Ursprung ein (asymptotisch) stabiler
/ instabiler Fixpunkt der linearen Rekursion

VEEN:8f(t+2) —2Xf(t+1) =X f(t)=0
fir f: N — R?

Aufgabe 4.4. Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion, die bei 0 in einer Umgebung
U analytisch ist. Zeige, dass

1. die Taylorreihe mit der Potenzreihenentwicklung von f an einer Stelle xy € U iiber-
einstimmt.

2. C,Q € R existieren mit
vre N: f(0) < CrlQ".

Aufgabe 4.5. Bestimme die allgemeine Losung der Differentialgleichung
fr) = ft) =1+

1. indem man eine allgemeine Losung der homogenen Gleichung und eine spezielle
Losung findet;
Hinweis: Die Gleichung besitzt eine polynomiale Losung zweiten Grades.

2. indem man eine lineare homogene Differentialgleichung mit 1 + ¢? als Losung findet
und Operatorenrechnung anwendet.

Aufgabe 4.6. Berechne die Losung f : R — R? der Differentialgleichung

v+ (3 ro=(1) o= (2),



Aufgabe 4.7. Lose das Anfangswertproblem
FUE) = 2f7(8) + f1(8) = 2f() = 0, f(0) =0, f(0) = f(0) =1
fir f:R—R
1. direkt {iber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms;

2. durch Riickfithrung auf ein System erster Ordnung und iiber die Berechnung des
Matrixexponentials.

Aufgabe 4.8. 1. Berechne fiir A € R"*" die inverse Matrix von e’

2. Zeige Rechengesetz 4:
Fiir invertierbare B € R™*" gilt

1 _
eBAB t_ BeAtB 1.

3. Zeige die Umkehrung des Rechengesetzes 3 fiir das Matrixexponential:

Wenn
Vi - eATBIt _ LAt Bt

gilt, dann gilt
AB = BA.

Hinweis: man berechne die zweiten Ableitungen der beiden Seiten der Gleichung bei
t=0.
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5 Existenz und Eindeutigkeit

Das Hauptthema dieses Kapitels ist der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit des An-
fangswertproblems unter gewissen Voraussetzungen. Aus den Uberlegungen in Kapitel 3 ist
klar, dass das Zeigen von Existenz und Eindeutigkeit durchaus ein wesentlicher Bestandteil
des “Losens” eines AWP ist, wie zum Beispiel bei der Berechnung von Naherungslésungen.

5.1 Satz von Picard-Lindelof

Der Satz von Picard-Lindelof existiert in diversen Variationen und ist der prominenteste
Satz iiber Existenz und Eindeutigkeit von Anfangswertproblemen. Wir konzentrieren uns
auf folgende Version.

Satz 5.1 (Picard/Lindelof). Es sei T eine zusammenhdngende Teilmenge von R (also ein
Intervall, offen oder abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrinkt). Es sei k € N. Es sei
F : T x RF — R¥ eine stetige Funktion, die die Lipschitz-Bedingung erfillt: es existiert
eine Konstante L € R, sodass fiir allet € T, xz,y € R* gilt |F(t,x) — F(t,y)|| < L||z —y]|.
Es seity € T, xog € R*. Dann hat das Anfangswertproblem fiir f : T — RF

f@t) =F(t, f(t), f(to) =0 (17)
eine eindeutige Losung f : T — RF.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, geben wir ein paar Anmerkungen zur Voraussetzung
bzw. der Reichweite des Satzes.

1. Die Lipschitz-Bedingung fiir F' entspricht genau dem Fall, dass F' Lipschitz-stetig in
der zweiten Variable ist.

2. Es gibt Beispiele von stetigen Funktionen F', die nicht die Lipschitz-Bedingung erfiillen,
wie zum Beispiel (¢,z) — 22, (t,2) — ¥z oder Aufgabe 3.1. In dieser Aufgabe ist
die Aussage in Satz 5.1 auch tatséchlich ungiiltig.

3. Falls T in iiberlappende Teilintervalle zerlegt werden kann, sodass F' in jedem Teilin-
tervall Lipschitz-stetig ist, dann gilt die Schlussfolgerung des Satzes auch, da Existenz
und Eindeutigkeit auf T equivalent zur Existenz und Eindeutigkeit auf jedem Teil-
intervall ist (Man erhélt die eindeutige Losung auf 7" indem man die Losungen auf
den Teilintervallen mit den Schnittpunkten als Anfangsstellen wéhlt. ).

4. Im linearen Fall — sowohl homogen als auch nichthomogen — ist fiir kompakte T
Lipschitz-Stetigkeit equivalent zur Stetigkeit. Die Annahme der Kompaktheit ist al-
lerdings wegen Punkt (2) unproblematisch.

5. Wenn F stetig und nach x stetig differenzierbar ist, also die matrixwertige Funktion
(t,z) — (F(t,z), %) existiert und stetig ist, dann ist die Lipschitz-Bedingung
auf jedem kompaktem Intervall T erfiillt. Man wéhle dazu L als eine Schranke der
Operatornorm der Ableitung.
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6. Das AWP fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung kann auf das AWP erster Ord-
nung (17) zuriickgefiithrt werden (hier sind die Anfangswerte von allen Ableitungen
bis Ordnung minus eins vorzugeben). Bei dieser Riickfithrung bleibt die Lipschitz-
Bedingung erhalten, also gibt es auch eine Version von Satz 5.1 fiir Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung, sieche Aufgabe 5.3.

7. Der Satz ist fiir den nicht-autonomen Fall formuliert, obwohl dieser auf den autono-
men Fall zuriickgefithrt werden kann. Der Grund ist, dass bei diese Riickfiihrung die
Lipschitz-Bedingung nicht erhalten bleibt und wir mit einer autonomen Version des
Satzes 5.1 z.B. lineare nicht-autonome Gleichungen nicht behandeln kénnten.

8. Im autonomen Fall ist /' unabhingig von der Zeitvariable und kann als Funktion
RF — RF aufgefasst werden. In vielen Fillen ist ' nur auf einer offenen Teilmenge
U C R* definiert. Da eine Losung diesen Bereich verlassen kénnte, ist der Beweis
der Existenz schwierig. Allerdings kann oftmals lokale Eindeutigkeit gezeigt und die
eindeutige Losung bis an den Rand von U verfolgt werden, siehe dazu Korollar 5.3.

Lemma 5.2. Es seiten m,n € N, U C R™ und f : U — R™ Lipschitz-stetig. Dann gibt es
eine Lipschitz-stetige Fortsetzung h : R™ — R™ von f.

Beweis. Eine Funktion x — (fi(z),..., fu(z)) ist genau dann Lipschitz-stetig, wenn alle
Komponenenten fi,..., f, : U — R Lipschitz-stetig sind. Daher reicht es die Behauptung
fiir n = 1 zu zeigen. In diesem Fall definieren wir fiir alle x € R™

h(x) = sup{f(y) — Lllx —yl[ |y € U},

wobei L eine Lipschitz-Konstante fiir f ist. Die Funktion h stimmt auf U mit f iiberein
und ist auf R™ Liptschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante L. [

Korollar 5.3. Es sei U C R offen, und F : U — RF eine Lipschitz-stetige Funktion. Dann
ezistiert eine eindeutige Schranke t; € ((0,00) U {+00}), sodass das AWP fir f : R — U

Vi f(t) = F(f(t), f(0) =g

auf (0,t1) eine eindeutige Losung f hat. Weiters lisst sich fir t; # +oo die Losung f
stetig nach t1, mit einem Wert auf dem Rand von U, fortsetzen.

Beweis. Nach Lemma 5.2 gibt es eine Lipschitz-stetig Fortsetzung H : R¥ — R* von F.
Das AWP fiir h: R — RF

Ve : h'(t) = H(h(t)), h(0) = z0
hat nach Satz 5.1 eine eindeutige Losung. Mittels
t1 :=min{t | h(t) € U},

wobei das Mininum der leeren Menge als +o0o definiert ist, folgt die Aussage. O
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5.2 Vollstindigkeit des Funktionenraums

Wir werden einen konstruktiven Beweis des Satzes 5.1 zeigen und eine Folge konstruieren,
die gegen die Losung konvergiert. Dafiir betrachten wir die Losung in einem geeigneten
vollstindigen metrischen Raum, also einen metrischen Raum, in dem jede Cauchy-Folge
konvergent ist.

Es sei T C R ein kompaktes Intervall, n € N. Auf der Menge X := C°(T,R") aller stetigen
Funktionen von 7" nach R" ist

(f,9) = IIf = glleo == Sup 1f(t) — g(®)]]

iiberall definiert, weil stetige Funktionen auf kompakten Intervallen beschrénkt sind. Somit
ist (X,]|| - |loo) ein metrischer Raum. Im Weiteren werden wir zeigen, dass dieser auch
vollstandig ist.

Definition 5.1. Es seien (A, d4) und (B, dg) metrische Rdume. Eine Funktion f : A — B
heifit gleichmdfig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass

Ve,ye A d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) <e.

In Analysis 1 wird fir A = B = R folgendes gezeigt: gleichméfliige Stetigkeit impliziert
Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit impliziert gleichméfBige Stetigkeit. Equivalenz gilt im
Allgemeinen jedoch nicht. Diese Aussagen, sowie der nachfolgende Satz dessen Beweis
ahnlich wie im Fall A = B = R funktioniert, gelten aber fiir beliebige metrische Raume.

Satz 5.4. Fs sei A kompakt. Dann ist jede stetige Funktion f : A — B auch gleichmdfig
stetig.

Mit Hilfe von Satz 5.4 lasst sich nun die Vollstdndigkeit zeigen.
Satz 5.5. Der metrische Raum (C°(T,R"),|| - ||s) ist vollstindig.

Proof. Es sei (f;)ien eine Cauchy-Folge von stetigen Funktionen. Fiir jedes € > 0 existiert
ein n., sodass fiir alle 7, 7 > n. die Ungleichung ||f; — fj||co < € gilt. Fiir jedes t € T" und
i,J > mneist || fi(t) — f;(t)]|oo < € und somit ist die Folge (f;(t)); eine Cauchy-Folge in R™.
Da (R", || - ||s) vollsténdig ist, ist (f;()); konvergent. Wir definieren die Grenzfunktion
g:T = R" t— lim f;(t).
1—00
Da fiir alle t € T" und ¢ > n, die Ungleichung
[1/i(t) = 9lloe = linn [I£i() = fi(t)lloc < €

gilt, folgt ||fi — glloo < €. Somit ist g der gesuchte Grenzwert. Es bleibt noch zu zeigen,
dass g stetig ist.
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Sei € > 0. Die Funktion f,_, ist stetig. Der Definitionsbereich ist kompakt, also ist f,,,
nach Satz 5.4 gleichméflig stetig und es existiert ein § > 0, sodass fiir s, € T die Unglei-
chung || fn, 5 (8) = fo, 5 ()|l < €/3 gilt. Damit folgt

lg(s) = 9@ < lg(s) = fa s (oo [ fness () = Fress (Olloo + [|.fre s (8) = 9(E)]o
<2 fns — glloo +€/3<2e/3+ =€

]

Bemerkung 5.2. Das erste Lehrbuch der Analysis wie wir sie heute kennen, ist Cauchy’s
“Cours d’Analyse” (1821). Es enthélt nicht nur die e-d-Definition der Stetigkeit, sondern
auch eine Variante des obigen Satzes: wenn fiir eine Folge f; : T'— R"™ von Funktionen fiir
alle t € T' die Folge der Funktionswerte konvergent ist, dann ist die Grenzfunktion stetig.
Der Beweis ist dhnlich dem obigen, enthélt aber einen kleinen Fehler. Tatséchlich stimmt
diese Variante im Allgemeinen nicht.

Dieser Widerspruch in der damals neuen Disziplin Analysis fithrte zu wichtigen Auseinan-
dersetzungen und Entdeckungen; eine ausfiihrliche Diskussion ist im Appendix des Buches
Proofs and Refutations von Imre Lakator, herausgegeben durch J. Worrall und E. Zahar,
CUP 1976, zu finden.

5.3 Beweis des Satzes von Picard/Lindel6f

Der folgende Satz liefert ein sehr méchtiges Hilfsmittel, um in einem vollstdndigen metri-
schen Raum diverse Arten von Gleichungen zu lésen.

Satz 5.6 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum. Es sei
f X — X eine Lischitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante C' < 1. Dann besitzt f
einen eindeutigen Fizpunkt. Dieser Fixpunkt ist asymptotisch stabil beziiglich der Rekursion
fir x : N — X gegeben durch Vi : x;v1 = f(x;). Jede Folge, die diese Rekursion erfillt,
konvergiert gegen den Fixpunkt.

Weiters gilt fiir den Fixpunkt v € X die Abschitzung

d(xo, Il)

1-C ¢

(Man spricht von einer linearen Konvergenz.)

Beweis. Es sei (x;); eine Folge, die die Rekursion erfiillt. Durch Induktion nach ¢ unter
Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit sieht man, dass die Ungleichung

d(x;, 2341) < C'd(wo, 1)

fir alle i € N erfiillt ist. Um zu zeigen, dass (z;); eine Cauchy-Folge ist, nehmen wir
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N >4 > j an. Dann gilt

! Ci 1 i
d(zi, ;) < Zd($r,$r+1) < d(xp, 1) ZCT = d(xp, 1) C"* T_c
d(x()axl) i d(ZL‘O)xl) N
< .
1-C ¢= 1-C ¢

Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, sodass % CN < ¢ gilt. Daher ist (;); eine Cauchy-
Folge. Wegen der Vollstandigkeit existiert ein Grenzwert v € X. Da f Lipschitz-stetig, also
insbesondere stetig ist, gilt

f(u) = f(lim z;) = lim f(z;) = hm Tir1 = U,

1— 00 i—00

und w ist ein Fixpunkt. Sei v € X ein weiterer Fixpunkt, dann ist

d(u,v) = d(f(u), f(v)) < Cd(u,v).

Da C' < 1 ist das nur fiir d(u,v) = 0, also u = v, moglich.
Die Abschitzung der Konvergenzrate erhalten wir als Grenzwert der obigen Ungleichung

d('r”mu) ]ll)lglo d(x“xj) S (x07gl)

c'.

Um Satz 5.1 zu beweisen, werden wir nun das Anfangswertproblem (17), also

f'(t) = F(t, f(t), f(to) = o
fir f : T — R", equivalent zu einer Fixpunktgleichung umformulieren. Wir definieren dazu
die Funktion P : C°(T,R™) — C°(T,R") durch
t
P(h)(t) := xg +/ F(s,h(s))ds.
to

Eine Funktion zwischen Funktionenrdumen, wie es bei P der Fall ist, nennt man auch
Operator.

Lemma 5.7. Eine Funktion f € C°(T,R") ist genau dann ein Fizpunkt von P, wenn sie
differenzierbar ist und das AWP (17) list.

Proof. Man verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. ]

Lemma 5.8. Der Operator P ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante K = [(T)L,
wobei L die Lipschitz-Konstante von F und I(T') die Linge des Intervalls T' ist.
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Beweis. Es seien f,g € C°(T,R"). Dann gilt
1P(5) = Pl = supll [ (F(s.5(5)) = Fls.g() sl

< sup
t

[ IF(s(£(5)) — F(s,g(s))]|ds

L/t 1£(s) — g(s)]| ds / 1f = glloeds

=sup L{t = to[ - [|f = glloo = UT)LIf = glloc.

< sup <supL
t t

O

Damit ist Satz 5.1 fiir den Fall [(T)L < 1 bewiesen. Wenn [(T))L > 1 ist, kann T in
Teilintervalle mit Lange kleiner als 1/L zerlegt werden. Satz 5.1 gilt in jedem Teilintervall
und daher auch auf ganz T (sieche Punkt 3 in Kapitel 5.1).

Aus dem Beweis von Satz 5.1 erhalten wir im autonomen Fall auch eine Schranke fiir den
Abstand der Losungsfunktion f von einer beliebigen vorgegebenen Funktion g : T" — R".

Wegen Satz 5.6 gilt nun
lg — P(g)ll

I - olle < 14 =000
unter der Voraussetzung, dass der Nenner auf der rechten Seite positiv ist. Man beachte,
dass die rechte Seite unabhéngig von f ist.

Als erste Anwendung schéitzen wir den Fehler beim beim Eulerschen Polygonzugverfahren
(siehe Kapitel 3) ab. Wir nehmen an: n € N, F' : R" — R"™ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L, yo € R™, T := [0, 1]. Es sei f die exakte Losung des AWP

vieT: f'(t) = F(f(1)), f(0)=yo.

Die Funktion g : [0,1] — R" sei die Ndherungslosung aus dem Verfahren: Das Intervall T
wird in IV gleich grofie Intervalle der Léange h = 1/N unterteilt, und auf jedem Teilintervall
[i/N,(i+1)/N]ist g(t) = y; + F(y;)(t —i/N), wobei (yo,...,yn) eine Folge ist, die durch
die Rekursion
_ F (yz) _
Yier = Yi + v Y=o

berechnet wird. Der Abstand ||g — P(g)||s kann durch die Dreiecksungleichung beschrankt
werden. Es gilt fir M = max(||F(y;)]||)

o) - PO <Y [ 1l0 - POV Olkedi =3 [ 1FG0) ~ Pl d

N-1 itl N-1 L
N N
<YL [ o0 -t =YL [T elF ) et
=0 I i=0 V0
- 2N?2 2N
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Fiir t € [0,1] ist [|g(t) — P(g)(t)|| ebenfalls durch diesen Ausdruck beschréinkt, wobei in
diesem Fall nicht iiber das gesamte Intervall summiert werden miisste. Daher erhalten wir
eben diese Abschitzung auch fiir ||g — P(g)||s- Betrachtet man in der Abschétzung den
Grenzwert der rechten Seite fiir N — oo, konvergiert der Fehler gegen Null.

Eine bessere Konvergenz erhélt man durch das Zweischrittverfahren

F(yz)h

Zi =Y+ 9

s Yir1 = Yi + hF(2).

Die bessere Konvergenz (von der Ordnung 1/N?) kann aber nur unter zusétzlichen Voraus-
setzungen iiber die Ableitungen von F gezeigt werden. Ahnliches gilt fiir das Runge-Kutta-
Verfahren, das fiir geniingend glatte Funktionen noch besser als das Zweischrittverfahren
konvergiert.

Als néchstes untersuchen wir, wie stark sich die Losung dndert, wenn man den Anfangswert
andert. Es sei wieder n beliebig, und F': X — R" Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L. Es sei T C R ein kompaktes Intervall mit Lénge {(T') < 1, das 0 enthélt. Der Abstand
der Losungen f, g : R — X mit AW f(0) = z0, g(0) = yo € X lésst sich durch Anwendung
des Picard/Lindel6f-Operators P : C°(T,R") — C°(T,R") auf g zeigen:

POIO =+ | F(g(s)) ds = o + / g/ (s) ds — 7o+ g(t) — o

Es folgt
1P(9) — gllse _ 170 — ol|
1—-UT)L 1-UT)L

Der Abstand zwischen den Werten zweier Losungen vergréfert sich daher nach der Zeit

t hochstens um einen Faktor m Wenn [(T)L > 1 gilt, dann hilft es auch hier das

Intervall in N gleich grofle Teilintervalle zu unterteilen. Der Abstand der Werte vergrofiert

N
sich dann héchstens um den Faktor (ﬁ) . Wir lassen N gegen unendlich gehen:
T

1 N
: — (T)L

N

Der Abstand vergroflert sich also héchstens um einen Faktor, der exponentiell mit der Zeit
wéchst.

5.4 Differenzierbare Vektorfelder

Im Weiteren betrachten wir den autonomen Fall und somit fiir offene Mengen 7' C R, X C
R¥, eine differenzierbare Funktion F': X — R*¥ und f : T — X die Differentialgleichung

vt f(t) = F(F(1)).
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Wir nennen F' ein differenzierbares Vektorfeld und die Losungen der zu F' gehorigen Diffe-
rentialgleichung Integralkurven von F. Wir zeigen in Satz 5.9, dass es zu einem Anfangswert
xo € X eine maximale Menge T'(z9) C T mit eindeutiger Losung des AWP und T'(zy) als
Definitionsbereich gibt. Diese Integralkurven bezeichnen wir als mazimal.

Satz 5.9. Es sei X € R¥ offen und F : X — R* differenzierbar. Durch jeden Punkt zo € X
gibt es eine eindeutige mazimale Integralkurve f : T(xo) — X von F mit T(xg) C R offen,
sodass

e 0 €T (xg) und f(0) = zo;

o wenn sup(1'(zo)) exisiert, dann existiert imy_qup(r(z0)) f(t) und liegt auf dem Rand
von X;

o wenn inf(T'(xg)) exisiert, dann existiert limy_ing(r(ze)) f(t) und liegt auf dem Rand
von X.

Beweis. Man {iberdecke X durch offene Teilmengen mit kompaktem Abschluss in X (kom-
pakte Ausschopfung). Auf jeder Teilmenge ist F' Lipschitz-stetig und Korollar 5.3 kann
angewandt werden. ]

Basierend auf Satz 5.9 ist folgende Definition méoglich.

Definition 5.3. Fiir ein gegebenes Vektorfeld F' : X — R* definieren wir die Menge
Yrp={(t,z) e Rx X |t € T(x)} und den Fluss

p:EXp = X, (tz)— f(1),
wobei f die eindeutige maximale Integralkurve von F' mit AW f(0) = x ist.
Folgende Eigenschaften des Flusses folgen unmittelbar:
e Der Fluss ist fiir t = 0 definiert und es gilt ¢(0,z) = x.

e Es gilt die Funktionalgleichung

e(s, 0t x)) = p(s +t,1),
wann immer die linke Seite definiert ist.

e Die Abbildung ¢; : X — X, z — ¢(t,x) ist bijektiv und hat die Umkehrfunktion
P—t-

Die Punktmenge der maximalen Integralkurven, also f(7T(zq)) = {¢(t,x0) | t € T(x0)},
werden auch als Orbits durch xy € X bezeichnet.

Mit Hilfe einer kompakten Ausschopfung lésst sich auch eine Schranke fiir die Lénge der
Vektoren, die dann auch eine Schranke der Ableitungen aller Integralkurven ist, zeigen:
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Satz 5.10. Es sei X C R*, F: X — R differenzierbar. Dann ist ©r offen und ¢ : Xp —
X, der Fluss von F, stetig.

Beweis. Es sei zp € X. Es sei V' C X eine beschriankte offene Umgebung von zy mit
Abschluss in X. Wir schrinken das Vektorfeld F' zuerst auf V' ein. Dort ist die Ableitung
von F' beschrinkt, also ist die Einschrinkung Lipschitz-stetig. Es sei G eine beschrankte
und Lipschitz-stetige Fortsetzung der Einschrankung auf ganz R™. Es sei L eine Lipschitz-
Konstante von G und M eine Schranke der Lange der Vektoren im Bild von G. Wir
wihlen eine offene Umgebung W C V von z(, deren Abschluss in V' enthalten ist. Dann
hat jeder Punkt im Abschluss von W einen positiven Abstand zum Rand von V'; es sei R
das Minimum aller dieser Abstéinde (das Minimum wird erreicht, weil der Abschluss von
W kompakt ist). Es sei
T :={teR| M|t| < R}.

Dann ist sichergestellt, dass die Intergralkurven durch Anfangswerte in W in der Zeit T
die Menge V' nicht verlassen.

Es sei ¢ : (R x R") — R™ der Fluss von G — dieser ist iiberall definiert, weil G Lipschitz-
stetig ist. Dann gilt fiir alle ¢1,t, € R und 1, x5 € R" die Abschétzung

[P(t1, 21) — @(ta, 22)|| < |[P(t1, 21) — @(t1, z2)|| + [|P(t1, 72) — P(t2, 2)]]
S €L|t1||’$1 — iCQH + M’tl — t2|

Konvergiert (t9,z2) gegen (t1, 1), geht die rechte Seite gegen Null und somit ist ¢ stetig.
Im Bereich T' x W stimmt der Fluss von F' mit dem Fluss von G iiberein, daher ist auch
@ stetig im Inneren von T' x W. Da xy am Anfang beliebig gewéhlt war, ist damit gezeigt,
dass ¢ stetig in jedem Punkt (0,2) mit x € X ist und dass jeder solche Punkt ein innerer
Punkt des Definitionsbereichs > g ist.

Ein beliebiger Punkt (o, z9) € X kann mit Hilfe der Funktionalgleichung

o(t +to, z0) = @(t, 71)

auf eine Stelle mit ¢ = 0 verschoben werden. Daher ist ¢ stetig in (¢g, z9) und der Punkt
(to, zo) ist ein innerer Punkt von X p. O

Der néchste Satz besagt, dass die Losung einer Differentialgleichung nicht nur stetig vom
Anfangswert abhéangt, sondern auch stetig in einem eventuell vorkommenden Parameter in
der Differentialgleichung ist.

Satz 5.11. Fs sein € N, X C R® und P C R ein offenes Intervall. Fir ein stetig
differenzierbares F : (P x X) — R"™ (auch als parameterabhéngiges Vektorfeld bezeichnet)
und \ € P sei gy : Xp, — X der Fluss von Fy : x — F(\, x). Es sei ¢ : (A, t,2) — pr(t, x)
die parameteranhdngige Flussfunktion, die genau dann definiert ist, wenn (t,z) € X, ist.
Dann st der Definitionsbereich von ¢ offen und ¢ ist stetig.

Beweis. Wir definieren das Vektorfeld G auf P x X durch (A, X) +— (0, F\(x)). Der Fluss
von G ist die Funktion (¢, A\, x) — (A, (A, t,2)). Da G differenzierbar ist, ist nach Satz 5.10
sein Fluss stetig und der Definitionsbereich offen. ]
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Nun wollen wir noch die Differenzierbarkeit des Flusses zeigen. Es ist klar, dass die partielle
Ableitung nach der Zeit existiert und stetig ist — es ist ja gerade die rechte Seite der
Differentialgleichung — aber die partielle Ableitung nach dem Anfangswert ist noch nicht
klar.

Wir beweisen den Satz fiir n = 1. Der Beweis lésst sich auf den vektorwertigen Fall verall-
gemeinern, ist aber technisch kompliziert. Wir verweisen daher auf Satz 3.2.14, Seite 89ff,
in https://www.math.uni-hamburg.de/home/lauterbach/scripts/dsodel12/ch3.pdf.

Satz 5.12. Es set X C R, F': X — R differenzierbar, ¢ : ¥p — X der Fluss von F'.
Dann ist ¢ stetig differenzierbar.

Beweis. Es sei (z,t) € Xp. Fiir kleine A # 0 ist (x + A\, t) € Xp. Wir setzen

o(t,x+ ) — p(t, )
A

und zeigen, dass der Grenzwert fiir A gegen Null existiert. Wir berechnen die Ableitung;:

h,\(lf) =

B—‘E(t, T+ AN — %‘ﬁ(t, )  F(p(t,x+ ) — F(e(t,z))

y(f) = 2T AR ’
_ Flot,z+ X)) = Flet,z)) (i, z+ ) —o(t, z)
otz +\) — o(t,z) N\
_ Flo(t,z+ X)) — Fe(t, ) ha(t)

o(t,x+ ) — p(t, )

(man beachte, dass der Nenner des Faktors ungleich 0 ist, weil ¢, injektiv ist). Dies ist eine
parameterabhéngige Differentialgleichung fiir hy. Der Anfangswert ist

T+ N—2x
hA(O):le.

Wegen Satz 5.11 ist die Losung stetig in A. Der Grenzwert hg = limy_.q h) existiert, da er
die Losung des Anfangswertsproblems fiir A = 0 ist:

ho(t) = F'(e(t, z)) ho(t), ho(0) =

In dieser Differentialgleichung ist = ein Parameter, und wegen Satz 5.11 ist die Ableitung
des Flusses stetig in z. Die Ableitung von ¢ nach ¢ ist das differenzierbare Vektorfeld F’
selbst und daher insbesondere stetig. ]

Beispiel 5.13. Wir berechnen den Fluss des Vektorfeldes F : R — R,z ~ 23. Die
zugehorige Differentialgleichung f/(t) = f(¢), f(0) = x kann mittels Trennung der Varia-
blen gelost werden und hat die Losung f(t) = \/lai—OTxgt Diese ist fiir t € (—o0, 5, 2) (im Fall

xo # 0) bzw. auf ganz R (im Fall 2y = 0) definiert. Daher ist der Fluss

T

A7) ERxR|22% < 1} 5 R, (2,8) > ——o—.
o {(t0) 2 <1 SR, (0f) o
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Aufgabe 5.1. Untersuche, ob folgende Anfangswertprobleme fiir f : R — R eine eindeu-
tige Losung besitzen.

L f(t) = 80 + ¢ sin(f(2)), £(0) =1.

2. 1 f'(t) =3f(t), f(0)=0.
Aufgabe 5.2. Bestimme den Picard-Lindeléf Operator P : C°(R,R) — C°(R,R) des
AWP

Vi f'(t) =t f(t), f(0)=1
fir f: R — R. Die Folge (f,,)n sei definiert durch fy : ¢ — 0 und Vn € N : f,11 = P(f,).
Berechne die ersten fiinf Folgenglieder. Vergleiche mit der Taylorentwicklung der exakten
Losung.

Aufgabe 5.3. Formuliere und zeige den Satz von Picard-Lindelof fiir Anfangswertproble-
me hoherer Ordnung.

Aufgabe 5.4. Wir zeigen den Satz von Peano im skalaren Fall:
Sei T x X C R? kompakt und F : T x X — R stetig. Dann besitzt fiir ¢ty € T, 79 € X und
f: T — X das AWP

F'(t) = F(t, f(1)), [f(to) = xo
eine lokale Losung.
Beweisskizze: Wir definieren zuerst maximale (tg — a,t9 +a) C T, (zo — b,z9 + b) C X.
Damit setzen wir a = min(a,b/||F||s), J = (to — a, tg+ ) und K = C°(J, (xg — b, 0+ b))
als abgeschlosse, konvexe Menge im vollstindigen Funktionenraum (C°(J,R), || ||s0 ). Zeige
nun folgende Punkte:

1. Die Funktion f € K 16st das AWP genau dann wenn es ein Fixpunkt vom Picard-
Lindelsf Operator P : K — K ist. Dazu ist insbesondere P(K) C K zu zeigen.

2. P ist stetig (auf K).

3. Die Elemente von P(K) sind punktweise beschrankt und gleichméBig stetig.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli besitzt somit jede Folge aus P(K) auf J eine gleichméBig
konvergente Teilfolge. Dadurch ist P(K) relativ kompakt und die Aussage folgt mit dem
Fixpunktsatz von Schauder.

Aufgabe 5.5. Betrachte das AWP f/(t) = F(t, f(t)), f(0)=0fir f: T =[-1,1] - R

mit stetigem

0, t=0
2t, 0<|t]<1,x<0
F(t,x) = " -
26— 0<t|<1,0<z<t
—2t, O<|t|<1,*<z

Zeige, dass eine iterative Anwendung des Picard-Lindelof Operators auf fo = 0 zu einer
alternierenden Folge fiithrt. Wie passt dieses Verhalten zum Satz von Peano bzw. Satz von
Picard-Lindelof?
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Aufgabe 5.6. Berechne den Fluss folgender Vektorfelder und spezifiziere deren Definiti-
onsbereiche.

1. 1 :R =R, x+ 2%
2. [5: X =(-1,00) = R, x> (1 +)"/5.

Aufgabe 5.7. Berechne den Fluss folgender Vektorfelder und spezifiziere deren Definiti-
onsbereiche.

1. F1 ZRZ — R2; (%y) = (ya ]-)7
2. Fy :R? = R2, (z,y) — (sin(y),0).

Aufgabe 5.8. Zeige das ¢(t,z) = e'(1 + x) — 1 die Eigenschaft ¢(s, o(t,x)) = p(s + t, )
erfiillt. Gibt es ein zu ¢ gehorendes Vektorfeld?
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6 Equivalenz und lokale Equivalenz

Unser Ziel ist es beliebige (nicht-lineare) Differentialgleichungen fiir f: R — X C R”
Vi f(t) = F(f(t)),

mit Anfangswert f(to) = xo, qualitativ zu beschreiben, wobei F' : X — R" eine differenzier-
bare Funktion ist. Die Equilibrien sind die Nullstellen von F'. In der Néhe der Equilibrien
kann man F' durch seine Ableitung approximieren. Ersetzt man F' in der Differentialglei-
chung durch diese Approximation, dann erhélt man die linearisierte Differentialgleichung
firg: R —-R"

Vi:g'(t)=Ag(t), A= g—i(xo).
Unter gewissen Voraussetzungen, die wir spéter noch genau angeben werden, verhalten
sich die Losungen der Linearisierung asymptotisch gleich wie die Losungen der Ausgangs-
gleichung und sind eine gute Annéherung.
Ferner geben wir auch fiir diskrete Systeme eine Beschreibung des qualitativen Verhaltens
an, indem wir Fixpunkte und Zykel untersuchen.

6.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Als Vorbereitung fiir die oben beschriebende Untersuchung ist es notwendig zu bestimmen,
wie sich das Stabilitdtsverhalten dndert, wenn die Matrix A geringfiigig gestort wird. Das
Stabilitdtsverhalten wird von den Nullstellen des charakteristischen Polynoms und der
Grofle der Jordan-Blocke bestimmt. Wir wiirden deshalb gerne ein Resultat verwenden,
das besagt, dass die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten abhéngen.
Im reellen Fall machen bereits die Anzahl der Nullstellen Spriinge. Auch im komplexen
Fall gibt es Schwierigkeiten, denn es ldsst sich keine stetige Funktion finden, die jedem
Polynom einen Vektor von Nullstellen zuordnet. Das Problem ist die Mehrdeutigkeit der
Wurzeloperation im komplexen.

Zunéchst soll sichergestellt werden, dass die Anzahl der Nullstellen, mit Vielfachheit gezéahlt,
gleich dem Grad des Polynoms ist. Das ist der Fundamentalsatz der Algebra. Fiir dessen
Beweis bendétigen wir ein Lemma, das die Nullstellen eines Polynoms beschréankt.

Lemma 6.1. Es seip:= X+ b, X9+ .-+ by ein Polynom von Gmd d, by,...,bs € C.
Es sei e > 0. Es sei M € (0,00) eine reelle Zahl, sodass |b;| < 1 firi=1,...,d und

e < T gilt. Dann gilt fir jedes z mit |z| > M die Ungleichung |p( )| > e. Insbesondere
hat p keine Nullstelle mit Betrag grofier als M.

Proof. Es sei |z| > M. Dann gilt fiir i = 1,...,d: |b;2?7| < C‘lz—ﬂ und e < % Aus der
Dreiecksungleichung folgt

d—i d d—i d ‘Z| |2
2)| = |24 +sz | > |27 — Z|bz > - =g > e
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Satz 6.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes normierte Polynom p € C[X| von Grad d
lisst sich schreiben als Produkt von d Linearfaktoren

p=X—-a)(X —az) (X —aq)
mit ay,...,aq € C.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass p eine Nullstelle hat. Wenn a eine Nullstelle ist, dann ist
(z — a) ein Faktor, und der Quotient ist von kleinerem Grad. Mit Induktion kann man die
Behauptung zeigen.

Wir nehmen indirekt an, dass p keine Nullstellen hat. Die Menge {z | p(z) < p(0)} ist
abgeschlossen, und wegen Lemma 6.1 beschrédnkt, also kompakt. Daher nimmt die Funk-
tion z — |p(z)| auf dieser Menge ein Minimum an, und dieses Minimum ist auch das
globale Minimum der Funktion z — [p(z)| auf ganz C. Es sei 2, eine Minimalstelle. Die
Taylorentwicklung von p um zj ist

p(20 +w) = by + byw + bow? + - - - + bgw?.

Es gilt by # 0, sonst wére zp eine Nullstelle, und b; = 1. Es sei k& der kleinste positive
|bg |s*

Index mit by # 0. Wir wéhlen nun s > 0, sodass die Ungleichungen [b;]s’ < TE3- fiir
i=k+1,...,dund |by|s* < |b| erfiillt sind. Als néichstes wihlen wir w € C mit |w| = s,
sodass b’“bz(‘)’k reell und negativ ist. Dann ist
d d
p(20 +w)| < [by + bpw| + Y [biw'| = |bo| — [bils* + D [bi]s’
i=k+1 i=k+1

< lbol  [br]s* + (d — )] = |by| — ——— < |bo| =

< fhol = [oels* -+ (d = k) 25 = Jbol — SR < g = [p(zo),
ein Widerspruch. O

Wir brauchen noch eine Art Stetigkeits-Aussage fiir die Abhéngigkeit der Nullstellen vom
Polynom. Sei dazu d € N und P,; die Menge aller normierten Polynome vom Grad d. Diese
Menge steht in Bijektion zu C? - jedem Polynom kénnen wir eineindeutig seinen Koeffizien-
tenvektor zuordnen, wobei wir den Koeffizienten von ¢ weglassen. Wir identifizieren nun
P, mit dem Vektorraum der Koeffizientenvektoren und haben dadurch auch eine Topologie
auf P;. Dann definieren wir die stetige Funktion

zg: C* = Py, (ay,...,a0) = (X —a1)--- (X — ag).

Das Polynom z4(as,...,aq) hat ay,..., a4 als Nullstellen. Wegen des Fundamentalsatzes
der Algebra ist zz surjektiv. Allerdings ist z4 nicht injektiv, da die Elemente ai,...,aq
permutiert werden konnen.

Lemma 6.3. Die Abbildung z4 ist offen: das Bild jeder offenen Menge ist offen.
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Beweis. Es sei U C C? offen. Es sei V' die Menge aller Permutationen von Elementen in U.
Esseip: N — (P;\ z4(V)) eine Folge im Kompliment von z4(V'), die in P; konvergent ist.
Es sei n : N — C¢ eine Folge von Urbildern: fiir jedes i € N withlen wir n(i) € z; ' (p(i)). Da
p eine konvergente Folge ist, ist p beschrankt. Aus Lemma 6.1 folgt, dass n beschrénkt ist.
Daher besitzt n eine konvergente Teilfolge n' : N — C?. Es sei p’ : N — P, die entsprechende
Teilfolge von p (d.h. p'(i) = zq(n/(7)) fiir alle 7). Die Menge V ist offen als Vereinigung
(endlich vieler) offener Mengen. Das Komplement von V' ist daher abgeschlossen. Also ist
lim; o, 7/(7) im Komplement von V. Es folgt

lim p(i) = lim /(i) = lim z(n(i)) = 24 (nm n'(i)) € 2(CI\ V) = P\ za(V).

Also ist Py \ z4(V') abgeschlossen und daher ist z4(U) = z4(V) offen. O

Lemma 6.3 ist eine mathematisch prézise Formulierung dessen, was wir uns vorher als
“eine Art Stetigkeits-Aussage” gewiinscht haben. Es erlaubt uns, zu sagen, dass die Menge
aller Polynome mit Nullstellen in einer festgelegten offenen Teilmenge U von C — zum
Beispiel der Menge der Zahlen mit negativem Realteil — eine offene Menge ist. Wenn man
ein Polynom p in dieser Menge hat, dann gibt es ein € > 0, sodass jedes Polynom in einer
e-Umgebung von p wieder Nullstellen in U hat.

Wir wollen Lemma 6.3 nun auf charakteristische Polynome von Matrizen anwenden.

Satz 6.4. Es sein € N und a,b € N mit a +b = n. Die Menge Hqp C R™" aller
Matrizen, die a Eigenwerte mit negativem Realteil und b Eigenwerte mit positivem Realteil
haben, wobei die Eigenwerte mit (algebraischer) Vielfachheit gezihlt werden, ist eine offene
Teilmenge von R™™.

Beweis. Es sei A die Menge aller komplexen Zahlen mit negativem Reilteil und B die Men-
ge aller reellen Zahlen mit positivem Realteil. Die Menge A% x B ist offen in C". Nach
Lemma 6.3 ist z,(A% x BP) offen in P;. Die Menge der reellen Polynome in z, (A% x B?),
definiert als P,, ist ebenfalls offen in R". Die Abbildung, die jeder Matrix ihr charakteri-
stisches Polynom zuordnet, ist stetig. Da H,; das Urbild von F,; unter dieser Abbildung
ist, folgt die Aussage. ]

Somit folgt dhnlich wie zuvor, dass fiir eine lineare Differentialgleichung, gegeben mittels
einer Matrix A € H,, eine e-Umgebung von A existiert die immer noch in H,; enthalten
ist. Wenn A geringfiigig gestort wird, also ||A; — A|| < e gilt, dann haben A; und A die
gleiche Anzahl an Eigenwerten mit negativem bzw. positivem Realteil. Insbesondere haben
beide Matrizen keine Eigenwerte mit Realteil gleich Null und @ und b in Satz 6.4 sind gleich.
Folglich ist der Nullpunkt genau dann fiir A stabil, wenn er stabil fiir A; ist. Im positiven
Fall gilt sogar asymptotische Stabilitdt. Somit bleibt das Stabilitdtsverhalten unter kleinen
Storungen der Matrix erhalten.
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6.2 Satz von Hartmann/Grobmann

In diesem Abschnitt untersuchen wir Transformationen von Vektorfeldern. Diese erhalten
das qualitative Verhalten von Losungen der implizit gegebenen Differentialgleichungen und
konnen moglicherweise einfacher gelost werden als das urspriingliche System.

Transformationsequivalenz. Ein differenzierbares Vektorfeld F': X — R™ (mit X C R”
offen) kann fiir bijektive differenzierbare Abbildungen « : X — Y mit differenzierbarer
Umkehrung o' : Y — X, also einem Diffeomorphismus o, auf folgende Art und Weise
transformiert werden, sodass die Transformation Integralkurven erhélt. Fiir Losungskurven
f(t) von f'(t) = F(f(t)) setzen wir g(t) = a(f(t)) und daher gilt mittels Kettenregel

G(g(t)) = g'(t) = ' (f(1))['(t) = o' (f (1)) F(f(1))-
Somit erhalten wir die allgemeine Formel
G:Y - R", y=a(z)— d(z) F(x) (18)

fiir ein transformiertes Vektorfeld G. Fiir die rechnerische Transformation von Differen-
tialgleichungen kann auch die transformierte Gleichung mit der Kettenregel ausgerechnet
werden. Vektorfelder, die durch eine solche Transformation ineinander iibergefiithrt werden
konnen, heiflen transformationsequivalent.

Nun méchten wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen Vektorfelder transformati-
onsequivalent sind bzw. welche Eigenschaften diese teilen. Es gilt fiir transformationsequi-
valente Vektorfelder F': X — R", G : Y — R” mit einem Diffeomorphismus o : X — Y

e Equilibrien werden in Equilibrien transformiert, also F'(zo) = 0 genau dann wenn
G(a(20)) = 0;
e Integralkurven bleiben erhalten, es gilt also
a(er(t, z)) = pa(t, a(z));
e Die Jacobi-Matrizen bei Equilibrien sind dhnlich, also fiir zo € X mit F'(z¢) = 0 gilt
F'(x¢) ~ G'(a(xp)).

Fir F: X — R" und xy € X, sodass z( kein Equilibrium ist, widhlen wir eine glatte Hyper-
fliche H. Das kann etwa eine Hyperebene sein, die zy enthélt und deren Tangentialebene
bei zg nicht den Vektor F'(xg) enthélt. Der Fluss eingeschrankt auf H, also die Abbildung

(P|H D 2R N (R X H) - X, (t,[[’) = gO(t,l’),
delu 3<P|H) ist

ot 7 Ox
(0,H) im von F(xy) erzeugten

ist in einer offenen Umgebung von (0, H) definiert. Die Ableitung ¢|}; = (

d¢lu
ot

eindimensionale Vektorraum liegt, und das Bild von agﬁ die Tangentialhyperebene von

H ist. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen existiert somit eine Umgebung von (0, H),
sodass ¢|g invertierbar ist. Die inverse Abbildung transformiert die Integralkurven auf
parallele Geraden, und das transformierte Vektorfeld ist konstant: « +— (1,0,...,0).

Somit gilt

auf (0, H) eine invertierbare lineare Abbildung, da
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e Vektorfelder der gleichen Dimension sind bei Nicht-Equilibrien lokal zueinander trans-
formationsequivalent.

Eine weitere Operation auf Vektorfeldern die bei Transformation erhalten bleibt ist folgen-
de.

Definition 6.1. Es sei X C R” offen, ' : X — R" ein Vektorfeld und g : X — R eine

differenzierbare Funktion. Dann definieren wir die vektorielle Ableitung Op(g) : X — R als
Fy(x)

Or(g)(x) == g'(2) - F(2) = (22(2) - 22(@))-

Die vektorielle Ableitung beschreibt die Anderungsrate der Funktion entlang einer Inte-
gralkurve: fiir alle (z,t) € ¥ gilt aufgrund der Kettenregel

dg(p(t, r))
dt

Ig'(w(tax))'%—f(tﬂf)z "(p(t,2)) - Fp(z,t) = Or(9)(¢(z,t).  (19)

Insbesondere ist jede Funktion, deren vektorielle Ableitung gleich Null ist, auf jeder Inte-
gralkurve konstant. Weiters gilt:

e Transformationsequivalentenz und vektorielle Ableitung sind kompatibel. Es gilt also
fiir transformationsequivalente Vektorfelder F,G und z € X

Or(9)(x) = da(g o o) (a(x)).

Dies folgt durch einfaches Einsetzen:
(goa™) (a(x)) Gla(z) = ¢'(z) - (o'(x)) ™ - &/ (2) - F(z) = ¢'(x) - Fx) = p(g) ().

Der Spezialfall, dass die Anderungsrate entlang von Integralkurven null ist, fithrt direkt zu
einer Aussage iiber die Stabilitdt eines moglichen Equivilibriums.

Bemerkung 6.2. Sei F': X — R" ein Vektorfeld und g : X — R eine differenzierbare
Funktion mit
Or(g)(x) =0 fir z €U,

dann gilt wegen (19) auch g(¢(t,x)) = const. Die Integralkurven von F' sind also Niveau-
linien. Diese werden zu periodischen Orbits fithren (siche Kapitel 7).

Diese Uberlegungen veranschaulichen wir nun in den folgenden Beispielen.

Beispiel 6.5. Wir betrachten in diesem Beispiel den Spezialfall von linearen Transforma-
tionen a(z,y) = A - x fiir eine invertierbare Matrix A € R™. Dann ist das transformierte
Vektorfeld

Gly)=G(A-2)=A-Fx)=A-F(A™-y).
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Falls F' ein lineares Vektorfeld ist, also durch eine Matrix F' gegeben ist, dann vereinfacht
sich die Transformation zu

Gly)=A-F-A'.y
und G ist ebenfalls linear und durch eine zu F' &hnlicher Matrix gegeben.
Beispiel 6.6. Wir untersuchen die Differentialgleichung fiir f : R — R? gegeben durch
das Vektorfeld
F:R? = R? (zy,29) — (29 + 21129 + 223, —2; — 23).

Mit der umkehrbaren Transformation

a(xy, xe) = (11 +$§,«'E2) = (v1,Y2),

erhalten wir durch direkte Anwendung der Formel (18)

(1 21 Ty + 2r1To + 223\ T9 (v
G(ybyQ) - (0 1 ) ( —xy — mg — - x% = —y .

Die Losung ¢ : R — R? in den transformierten Koordinaten, also von ¢'(t) = G(g(t)) sind
(5 o)
g(t) = e\ Y g(0) = (cos(t)g1(0) + sin(t)ga(0), — sin(t)gs (0) + cos(t)a(0))
Die Losung f fiir die urspriingliche Differentialgleichung erhédlt man durch Einsetzen:

(f1(1), o) = o (g(t)) = (1 (1) — g2(t)*, g2(1))-

Beispiel 6.7. Wir betrachten folgende Lotka-Volterra Gleichung, auch Réauber-Beute Mo-
dell genannt, welche zur Beschreibung zweier Tierpopulationen fi(¢) (Beute) und fo(t)
(Réuber) dient. Es sei X = (0,00)? CR? und F: X — R? (2,9) — (z(1 —y),y(z — 1)).
Dann ist die Lotka-Volterra Gleichung (fi(t), f5(t)) = F(fi(t), f2(t)). Das einzige Equili-
brium ist (zo,yo) = (1,1). Die vektorielle Ableitung der Funktion

9(z,y) ==z —In(z) +y — In(y)

ist gleich Null auf ganz X. DIe Niveaulinien sind geschlossen und nach Bemerkung 6.2 ist
somit (1, 1) ein stabiler, aber nicht asymptotisch stabiler, Gleichgewichtspunkt.

Die Funktion g hat ein absolutes Minimum im Inneren und wéchst unbeschréankt fiir
oder y gegen Null oder unendlich. Daraus folgt, dass jede Integralkurve in X (auBler der
konstanten Losung im Equilibrium) geschlossen ist. Daher ist (1,1) ein stabiler aber nicht
asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Topologische Equivalenz. Ein etwas schwécherer Equivalenzbegriff als der der Transfor-
mationsequivalenz ist folgender: Zwei stetig differenzierbare Vektorfelder £’ : U C R® — R”
und G : 'V C R®™ — R” heilen topologisch equivalent, wenn es einen Homdomorphismus
7 : U — V gibt, der Integralkurven erhélt und der fiir jede Integralkurve die Richtung
beibehélt. Transformationsequivalente Vektorfelder sind topologisch equivalent, aber die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wie auch folgendes Beispiel zeigt.
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Abbildung 3: Die Niveaulinien von g.

Beispiel 6.8. Es seien \; > Ay > 0 reelle Zahlen. Die Integralkurven des Vektorfelds
F:R* 5 R? (21,22) = (M1, Aon)

sind von der Form (c;e*? cpe???). Die Transformation

1/\

a(zy, x2) = (sgn(zr)|z |V, sgn(ws)|za]7?)

fiihrt die Losungskurven f(t) = (c1eM?, coe*??) in offene Halbgeraden durch den Nullpunkt,
namlich
g(t) = (sgn(cr)]er|Me! sgn(co) oo 2eh) =: (dae', dae),

iiber. Das Vektorfeld F' ist topologisch equivalent zu
G:R* = R?, (y1,52) = (1,92).

Die Transformation ist ein Homéomorphismus, aber nicht differenzierbar im Nullpunkt.
Da die Jacobi-Matrizen F'(0) in G’(0) nicht dhnlich sind, kénnen F' und G auch nicht
transformationsequivalent in einer Umgebung des Ursprungs sein.

Essein € N, U C R" offen, F' : X — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld, xo € X ein
Equilibrium. Wir nennen das Equilibrium hyperbolisch, wenn alle Eigenwerte (reell oder
komplex) der Jacobi-Matrix F’(z() Realteil ungleich 0 haben.

Die Linearisierung des Vektorfeldes F' bei z( ist definiert als das Vektorfeld

L:R" = R" z+— F'(z) - .

Satz 6.9 (Hartmann/Grobmann). Es sei xg ein hyperbolisches Equilibrium des Vektorfelds
F:X — R"und L : R — R" seine Linearisierung bei xo. Dann existiert eine offene
Umgebung U wvon xoy und eine offene Umgebung V wvon 0 € R", sodass Fl|y und Ll|y
topologisch equivalent sind.
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Wir beweisen den Satz von Hartmann/Grobmann nur fiir den (besonders wichtigen) Fall,
dass alle Eigenwerte negativen Realteil haben. In diesem Fall ist der Nullpunkt fiir L ein
asymptotisch stabiles Equilibrium (vergleiche mit Bemerkung 6.2). Dazu definieren wir
eine differenzierbare Funktion g : X — R und eine offene Umgebung U von xy mit den
folgenden Eigenschaften:

e g(zg) =0und g(z) >0 fir z € U\ {zo};
e Jr(g)(x) <0 fiir x € U\ {z0}.

Eine Funktion mit solchen Eigenschaften wird Ljapunov-Funktion genannt und dessen Exi-
stenz ist ein hinreichendes Kriterium fiir asymptotische Stabilitit wie folgendes Lemma
zeigt.

Lemma 6.10. Sei xy ein isoliertes Equilibrium des Vektorfelds F': X — R" und g : X —
R eine Ljapunov-Funktion in einer Umgebung U von xg. Dann ist xy asymptotisch stabil.

Beweis. Wir wahlen eine kompakte Umgebung K von z(, die in U enthalten ist. Der Rand
0K ist ebenfalls kompakt. Wir setzen

c:=min(g(z) |z € 90K), W:={z e X | g(x) < c}.

Da ¢ > 0, ist W eine offene Umgebung von x, die in U enthalten ist. Wir zeigen nun, dass
firx e W)t >0

e der Fluss ¢ von F' definiert ist;
o o(t,x) e W gilt;

o limy ., p(t,x) = xo.

Dazu nehmen wir an, dass die Menge {to > 0 | ¢(to, z) € OW} nicht leer ist. Diese Men-
ge ist abgeschlossen und hat daher ein kleinstes Element t,. Fiir ¢(t,2) = f(t) erfiillt
die Funktion h : [0,¢)] — R, ¢t — g¢(f(t)) die Bedingungen h(0) < ¢, h(tg) = ¢ und
R (t) = 0r(g)(f(t)) < 0. Ein Widerspruch und die ersten beiden Teile der Behauptung sind
gezeigt.

Die Funktion A ist monoton fallend und nach unten beschriankt, daher existiert der Grenz-
wert k := limy o A(t). Wir nehmen indirekt & > 0 und fiithren das auf einen Wider-
spruch. Die Funktion 0p(g) ist auf K nicht positiv und nimmt auf der kompakten Menge
K, :={x € K| g(z) > k} ein Maximum an, das nicht Null ist, weil zo nicht in K ist. Es
sei [ < 0 dieses Maximum. Dann ist A/(t) < [ fir alle ¢ > 0, und das ist ein Widerspruch
dazu dass h nach unten beschrankt ist. ]

Bemerkung 6.3. Im Beweis von Lemma 6.10 haben wir mit W eine konkrete Umge-
bung angegeben, die der Fluss nicht mehr verlassen kann. Verkleinert man diese Menge
weiter und setzt W' = {z | g(z) < ¢} fiir ¢ € (0,¢), dann erhalten wir immer kleinere
Umgebungen von zy, die der Fluss nicht mehr verlésst.
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Bemerkung 6.4. Da fiir das umgekehrte Vektorfeld —F' die Beziehung

gilt, ldsst sich dhnlich zu Ljapunov-Funktionen und Lemma 6.10 folgendes hinreichendes
Kriterium zeigen. Gibt es eine differenzierbare Funktion ¢ : X — R und eine Umgebung
U von z(y mit folgenden Eigenschaften

e g(zg) =0und g(z) >0 fir z € U\ {xo};
e Jp(g)(x) >0 fiir x € U\ {z0},

dann ist xy ein instabiler Gleichgewichtspunkt. Es gilt sogar dass die Losungskurven von
F' die Umgebung U entweder verlassen oder gegen den Rand von U streben.

Fiir den Beweis des Satzes von Hartmann/Grobmann konstruieren wir zuerst eine Ljapunov-
Funktion ¢ in einer geeigneten Umgebung U und wenden Lemma 6.10 an: Wir nehmen
2o = 0 an und definieren

o(z) = / el dt,
0

wobei L = F'(xp). Um zu zeigen, dass das uneigentliche Integral existiert, verwenden wir
die Jordan-Normalform von L und die Annahme, dass die Eigenwerte negativen Realteil
haben. Der Integrand ist nie negativ und nur fiir x = 0 gleich Null, also gilt das gleiche
auch fiir g. Der Gradient von g ist

g'(x) :/ grad((eth,etL:c>)dt:2/ (e)etl g dt
0 0

ist eine lineare Funktion von x. Die vektorielle Ableitung nach L ist

o) 8HetL1.H2

2/ (e!)letly L dt = 2/ (ex, Lettx) dt = / T dt = — ||| |* = —||z||%
0 0 0 ot

Nachdem F bei 0 differenzierbar ist, ist F(z) = Lz + R(z) mit lim, o 220 — 0. Es sei

[l

C eine Konstante, sodass ||¢'(z)|| < C||z|| fiir alle z ist. Wir wéhlen die Umgebung U so,
dass ||R(z)|| < 55|z|| fir alle 2 € U. Da ¢(z) linear in z ist, gilt

Or(9)(z) = 91(g)(x) + ¢'(z) - R(z) < —[||* + Cll=]| - || R(=)]| < —%|le|2'

Damit ist g eine Ljapunov-Funktion.

Tipp: Obige Konstruktion einer Ljapunov-Funktion g funktioniert fiir hyperbolische Equi-
librien mit negativen Eigenwerten immer, ist aber aufwindig. Oftmals ist g(z) := ||z —z||?
bereits eine Ljapunov-Funktion. Dazu reicht es aus zu zeigen, dass die vektorielle Ableitung
in der Ndhe von xg negativ ist.
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Um den Satz von Hartmann/Grobmann fiir den Fall von negativer Eigenwerte zu beweisen,
geben wir noch einen Hom6omorphismus 7 wie folgt an. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit konnen wir g = 0 annehmen. Es seien g und W wie oben. Insbesondere ist g
eine positiv definierte quadratische Form und W = {z € X | g(z) < ¢} fiir eine positive
Zahl c¢. Wir definieren die Abbildung

- 1
T W =W, z— pp —ln(i), < ;
2 \y(z) g(x

fir z = 0 ist die rechte Seite nicht definiert und wir setzen 7(0) = 0. 7 ist stetig, injektiv,
und gleich der Identitdt am Rand. Jede stetige und injektive Abbildung des Balls auf sich
selbst, die am Rand die Identitét ist, ist ein Homdomorphismus. Sie bildet die Halbgeraden
durch 0 auf Integralkurven von F' ab, also sind F' und = — —x topologisch equivalent.
Insbesondere ist auch die Linearisierung von F' topologisch equivalent zu x — —z und
der Satz von Hartmann/Grobmann wurde fiir den Spezialfall negativer Eigenwerte der
Jaboci-Matrix gezeigt. U
Wenn z( ein Equilibrium von F' : X — R" und gy, ein Equilibrium von G : ¥ — R”
mit Umgebungen U von xy und V von y, ist, dann sagen wir: F ist bei z¢y zu G bei
yo lokal topologisch equivalent. Nach dem Satz von Hartmann/Grobmann gilt also: jedes
Vektorfeld ist bei jedem hyperbolischen Equilibrium lokal topologisch equivalent zu seiner
Linearisierung.

Bemerkung 6.5. Man kann sogar zeigen, dass die Einschrinkung von 7 auf W \ {0}
ein Diffeomorphismus ist, der das Vektorfeld z — —x in das Vektorfeld F' transformiert.
Mit anderen Worten, ohne den Ursprung hétten wir sogar Transformationsequivalenz. Im
Equilibrium kann es keine Transformationsequivalenz geben, aufler wenn die Jacobi-Matrix
F(z0) gleich —1I,, ist. (Das ist die einzige Matrix, die zu —1I,, dhnlich ist.)

Hyperbolische Equilibrien, sodass die Eigenwerte der Jacobi-Matrix negativen Realteil
haben, bezeichnen wir als Senken. Hyperbolische Equilibrien, sodass die Eigenwerte der
Jacobi-Matrix positiven Realteil haben, bezeichnen wir als Quellen. Alle anderen hyperbo-
lischen Equilibrien bezeichnen wir als Sattelpunkte.

Lemma 6.11. Es seien A, B € H,, C R™™ (siehe Kapitel 6.1). Dann sind die Vektorfel-
der x — Ax und x — Bx bei 0 lokal topologisch equivalent.

Beweis. Fiir den Fall @ = n,b = 0 wenden wir den Satz von Hartmann/Grobmann fiir
negative Eigenwerte an. Den Fall a = 0, b = n konnen wir durch Zeitumkehrung ¢t — —t auf
den ersten Fall zuriickfithren. In beiden Féllen haben wir eine transformierende Abbildung,
die im Nullpunkt nicht differenzierbar ist (weshalb auch “nur” topologische Equivalenz
folgt).

Im allgemeinen Fall kénnen A und B durch zwei lineare Transformationen so transformiert
werden, dass sie aus zwei diagonalen Blocken bestehen und alle anderen Eintrdge Null sind,
zum Beispiel durch eine Transformation auf reelle Jordan-Normalform. Die vier Teilblocke
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axa bxb

nennen wir A,, B, € R*** — alle Eigenwerte haben negativen Realteil — und A,, B, € R
— hier haben alle Eigenwerte positiven Realteil. Es seien 7, : R* — R% 7, : R® — R? die
Transformationen, die die Vektorfelder z +— A,x in x +— B,z und x — Apx in © — Byx
transformieren. Dann ist

7 (R X R") = (R* x R?), (2,9) = (1a(y). 7(y))
ein Homoomorphismus, der das Vektorfeld x +— Az in x — Bz umwandelt. O
Die Kombination von zwei Tatsachen:
1. hyperbolische Senken sind lokal equivalent;

2. die Menge H,; aller Matrizen, deren Eigenwerte negativen Realteil haben, ist offen
(siehe Kapitel 6.1);

hat zur Folge, dass Stérungen von hyperbolischen Senken wieder hyperbolische Senken sind.
Analoges gilt fiir alle hyperbolischen Equilibrien. Fiir Equilibrien die nicht hyperbolisch
sind, ist eine vergleichbare Aussage ungiiltig, wie auch in Aufgabe 6.4 gezeigt wird. Hier
die genaue Aussage des Satzes.

Satz 6.12. Es sein € N, X C R” offen, P C R ein offenes Intervall das 0 enthdlt, und
F: PxX — R" ein parameterabhdngiges differenzierbares Vektorfeld. Fiir jedes X € P
setzen wir Fy : x — F(\,x). Wenn xg € X ein hyperbolisches Equilibrium ist, dann exisiert
e > 0, sodass fir jedes X € P mit |\ < € ein Equilibrium x) von Fy existiert, das lokal
topologisch equivalent zu Fy bei xq ist.

Beweis. Es sei G : P x X — R™! die Funktion (\,z) — (), Fx\(z)). Diese Funktion ist
differenzierbar und an der Stelle (0, z¢) ist die Ableitung

1‘0 0

*

G'(0,z9) = F (o)

*

Nach dem Satz der inversen Funktion ist G eingeschrénkt auf (—e,e) x U fiir ein € > 0
invertierbar. Wir wenden G~! auf die Gerade (¢,0) an und erhalten eine Kurve (¢, £(t)). Fiir
alle |A| < e gilt F\(£(N\)) = 0, das heifit, () ist ein Equilibrium von F). Die matrixwertige
Funktion H : A — F}(&(N)) ist stetig. Wenn H(0) € H,p ist, kann man daher ein €
withlen, sodass H () € H,p fiir alle A € (=€, €) ist. Diese Equilibrien sind dann alle lokal
topologisch equivalent. O
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6.3 Fixpunkte und Zykel

Es sei X C R” eine offene Menge und ein diskretes dynamisches System durch stetig
differenzierbares F' : X — X gegeben. Die Rolle der Equlibrien iibernehmen im diskreten
Fall die Fixpunte von F. Es sei y € X ein Fixpunkt von F. Analog wie im diskreten
Fall verhélt sich das durch F' gegebene System unter gewissen Voraussetzungen dhnlich zu
dessen Linearisierung bei y, also dem System R™ — R" x +— F'(y) - x.

Wir bezeichnen den Fixpunkt y als hyperbolischen Fixpunkt, wenn die Eigenwerte der
Jacobi-Matrix F'(y) (reell oder komplex) Betrag ungleich 1 haben.

Ahnlich zum kontinuierlichen Fall kann man die asymptotische Stabilitét von o mit der
Existenz einer Funktion g : U — R, U offene Umgebung von y, ¢ € (0,1), mit folgenden
Eigenschaften garantieren:

e g(y) =0und g(z) >0 firx € U\ {y};
o fiiralle x € U gilt F(z) € U, g(F(x)) < cg(x).
Damit folgt die diskrete Version von Hartmann/Grobmann (Spezialfall):

Satz 6.13. Es set X C R", F : X — X eine stetige differenzierbare Funktion, y € X ein
hyperbolischer Fizpunkt, sodass die Jacobi-Matriz F'(y) nur Eigenwerte mit Betrag kleiner
als 1 haben. Dann ist y ein asymptotisch stabiler Fizpunkt.

Beweis. Der Beweis geht analog wie im kontinuierlichen Fall: zuerst konstruieren wir eine
positiv definite quadratische Form fiir die Linearisierung, deren Wert bei Multiplikation des
Arguments mit der Matrix abnimmt. Dann wéahlen wir U so klein, dass die Linearisierung
nahe genug bei F' ist und die Ungleichung g(F(u)) < ¢ g(u) noch richtig ist.

Die quadratische Form ¢ kann man (im Fall y = 0) wihlen als

o(w) = DI ol

Es sei k € N. Ein k-Tupel (z1,...,x;) € X heifit k-Zykel, wenn
Fla:) = i fiiri =1, k=1, und F(zy) =

gilt. Jedes der x; ist dann ein Fixpunkt der Funktion F* : X — X. Die Begriffe hy-
perbolisch, stabil, und asymptotisch stabil, sowie der obige Satz lassen sich auf k-Zykel
verallgemeinern. Man kann zeigen, dass die k Fixpunkte von F* entweder alle oder keiner
stabil bzw. asymptotisch stabil sind, und dass die Eigenwerte der Jacobi-Matrix von F*
iibereinstimmen.

Fiir Funktionen die nicht immer iteriert werden kénnen bzw. falls der gewiinschte Bild-
bereich verlassen wird verallgemeinern wir unsere Definition: Es sein € N, U Cc V C R”
offene Mengen und F' : U — V. Wir definieren eine, moglicherweise endliche, Folge (z)
mit Startwert xy durch die Rekursion xy1 = F(xy) fiir alle k € N, fiir die die rechte Seite
definiert ist. Wenn F'(xy) ¢ U, dann bricht die Folge nach dem k-ten Glied ab.
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Lemma 6.14. FEs sei y € U ein hyperbolischer, asymptotisch stabiler Fixpunkt eines Sy-
stems gegeben durch ein stetige differenzierbare Funktion F'. Dann existiert eine Umgebung
W C U von y, sodass F(W) C W ist. Insbesondere konvergiert jede Folge mit Startwert
xo € W gegen y.

Beweis. Wegen Satz 6.13 existiert eine offene Umgebung U’ von y, eine stetige Funktion
g U — R mit g(z) > 0 fiir alle x € U’ \ {y} und eine Konstante ¢ € (0, 1), sodass
g(F(x)) < cg(zx) fiir alle z € U’ ist. Man wéhle C' > 0 so, dass g am Rand von U’ nicht
kleiner als ¢ ist, und setze W = {z | g(z) < C}. O

Lemma 6.15. Es sei n = 1. Wir nehmen an, dass F' monoton steigend ist. Es sei y ein
Fizpunkt, sodass F(x) > x fir alle x < y, x € U, gilt. Dann konvergiert jede Folge mit
Startwert xo <y gegen y.

Beweis. Es sei V. = {x € U | © < y}. Es sei (z3)r eine Folge mit Startwert in V. Mit
Induktion nach k zeigt man z; € V und insbesondere auch, dass die Folge nicht abbricht.
AuBlerdem ist die Folge monoton wachsend und, da sie beschréankt ist, auch konvergent. Der
Grenzwert ist ein Fixpunkt. In V' existieren aber keine Fixpunkte, also kann der Grenzwert
nur der Randpunkt y sein. ]

Beispiel 6.16. Es sei A € [2,4] und die “logistische Gleichung” gegeben durch
F:R—>R, z— Azx(1—x).

Wir untersuchen die rekursive Folge (zx ), x11 = F'(xx), in Abhéngigkeit von A und vom
Startwert xy. Zuerst sehen wir, dass die Fixpunkte von F' die Werte yo = 0,y; = 1 — % sind
und F'(z) = A (1 — 2z) fiir yo betragsméBig groBer als 1 ist. Fir A # 3 ist die Ableitung
am zweiten Fixpunkt F”(y;) = 2 — A und y; ebenfalls hyperbolisch. Im Fall A € [2,3) ist
dieser asymptotisch stabil und fiir A € (3, 4] instabil.

Nun mochten wir aber die Folge (xy)x genauer untersuchen.

Xp € (—00,0): Die Funktion F' bildet (—o0,0) auf sich selbst ab und ist streng monoton
fallend. Daher ist auch die Folge (xy ) fur zy < 0 streng monoton fallend. Da F' in (—o0, 0)
keinen Fixpunkt hat, geht die Folge gegen —oc.

Xp € (1,00): Fiir g > 1 ist 1 € (—00,0) und die Folge geht wie zuvor gegen —oo.

Xp € [0, 1]: Das Intervall [0, 1] wird auf sich selbst abgebildet, die Folge ist daher beschrénkt
und hat zumindest einen Haufungspunkt. Die Punkte g, y; sind Fixpunkte und fiihren zu
einer konstanten Folge. Der Randpunkt 1 wird auf yy = 0 abgebildet und die Folge ist ab
dem zweiten Glied konstant. Sei nun xy ¢ {vo, y1,1}.

A =2: In diesem Fall ist F(x) € (0,1/2) fir x € (0,1) \ {1/2} und F streng monoton
fallend. Daher konvergiert (xy)x gegen 0.

A € (2,3): In diesem Fall ist F'((0,41)) C (y1,1), F((y1,1)) C (0,y1). Die Funktion F?
bildet (0,y;) streng monoton wachsend bzw. (yi, 1) streng monoton fallend auf sich selbst
ab und (z)x konvergiert alternierend gegen ;.
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A > 3: Dann hat F? vier Fixpunkte, nimlich die bereits bekannten Fixpunkte 1,7, von F

und

N HEAFVAZ 20 -3 MHA—VA2 -2\ -3

B 2) 2) ’
welche einen Zweierzyklus (ys, y3) bilden. Da das Produkt der Ableitung F” an den beiden
Stellen ist —\? 42X+ 4. Falls A < v/6 + 1 & 3.45 ist, ist der 2-Zyklus somit asypmptotisch
stabil.
A > /6 + 1: Der 2-Zyklus (y2,ys) ist ebenfalls hyperbolisch, aber instabil. Zusitzlich hat
F einen 4-Zyklus, der fiir A nahe, aber grofier als, v/6 + 1 asymptotisch stabil ist.
Fiir wieder etwas grolere A wird der 4-Zyklus wieder instabil und es entsteht ein stabiler
8-Zyklus. Dieser wird dann wieder instabil etc. Die Absténde bis zur néchsten Perioden-
verdopplung werden immer kiirzer. Die Folge der Quotienten der Abstdnde konvergiert,
und der Grenzwert heisst Feigenbaum-Konstante.
Bei A = 3.57 existieren alle Zyklen, deren minimale Periode eine Potenz von 2 ist. Fiir
immer groflere A entstehet fiir jedes £ € N* ein k-Zykel mit minimaler Periode k.

Yo y Y3 =

In folgendem Satz (den wir nicht beweisen werden) wird festgelegt, in welcher Reihenfolge
k-Zykel mit minimalen Periode k£ € N* entstehen.

Satz 6.17 (Sharkowsky). Es existiert eine Totalordenung < auf der Menge N*, sodass fiir
alle Zahlen m < n gilt:

1. Wenn eine stetige Funktion F' : R — R einen n-Zykel von minimaler Periode n hat,
dann hat F' auch einen m-Zykel von minimaler Periode m.

2. Es existiert eine stetige Funktion G : R — R, die einen m-Zykel von minimaler
Periode m, aber keinen n-Zykel von minimaler Periode n hat.

Die Sharkowsky-Ordnung hat eine kleinste Zahl, 1, und eine grofite Zahl, 3. Somit hat jede
Funktion, die iiberhaupt einen Zykel hat, auch einen Fixpunkt. Jede Funktion mit einem
Zykel mit minimaler Periode 3 hat Zyklen von beliebiger minimaler Periode.

Aufgabe 6.1. Transformiere folgende Richtungsfelder F; : R? — R? mit Hilfe der Koor-
dinatentransformationen «; in die Richtungsfelder G;.

1. Fi(z,y) = By —4z,2x + y), ay(z,y) = (—z +y, =2z + y);
2. F2<x7y) = (3I,5y)7 OéQ(‘ray) = (\3/57 \5/5)

Entscheide, ob es sich um transformationsequivalente oder topologisch equivalente Rich-
tungsfelder handelt und visualisiere F; und G;. Berechne die Losungskurven der zugehorigen
Differentialgleichungen.

Aufgabe 6.2. Es sei I : R? — R? gegeben durch F(x,y) = (—sin(z), cos(y) — sin(x)).

1. Bestimme die Equilibrien und deren topologischen Typ (hyperbolisch? Quelle / Senke
/ Sattelpunkt?). Visualisiere F.
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2. Ist F lokal topoligisch equivalent zu dessen Linearisierung?
3. Ist F lokal topologisch equivalent zum Vektorfeld G : (x,y) — (—x, —y)?

Aufgabe 6.3. Zeige den Satz von Hartmann/Grobmann fiir den Fall, dass alle Eigenwerte
positiven Realteil haben.

Aufgabe 6.4. Die Systeme
Fl(xu y) = (y - xS, —x — y3)7 Fg(flf7y) = (y + [E3, —T + y3>

sind Storungen des linearen Systems F'(z,y) = (y, —x). Zeige, dass jedes der drei Systeme
(0,0) als einziges Equilibrium hat und zeige, dass der Ursprung fiir F} asymptotisch stabil,
fiir I instabil und fiir F stabil (und nicht asymptotisch stabil) ist.

Aufgabe 6.5. Es sei n € N, X C R" offen, F' : X — X stetig differenzierbar, £k € N und
(x1,...,x) ein k-Zykel.

1. Sei F'(x;), 1 < j <k invertierbar. Zeige, dass alle (F*)'(x;) &hnlich sind.

2. Finde ein Beispiel eines k-Zyklus sodass (F*)'(z;) und (F*)(x;) fir 1 < i # j <k
nicht dhnlich sind.

Aufgabe 6.6. Man zeige, dass die Funktion
F:z— % z(1—x)
einen asymptotisch stabilen 2-Zyklus hat.
Aufgabe 6.7. Gegeben sei die Rekursionsgleichung
Trp1 = Fxp) = 227 — 1
mit g € R.

1. Berechne die Fixpunkte und gib deren Stabilitdt an.

2. In Abhéngigkeit vom Startwert xy, unterteile R in Bereiche fiir die Monotonie von
(1) gilt.

3. Zeige, dass es fiir jedes n € N einen Zykel der Periode n gibt.
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7 Die Poincare-Abbildung

In diesem Kapitel behandeln wir wieder den Fall von kontinuierlichen Systemen mit n € N,
X € R” offen und zusammenhédngend und stetig differenzierbarem Vektorfeld F': X — R"™.
Von besonderem Interesse werden periodische Integralkurven von F', auch Zykel genannt,
sein, also Losungen f(t) von f'(t) = F(f(t)) fiir die ein ¢y > 0 existiert sodass

Ve f(t) = f(to+1).

Die Punktmenge der periodischen Integralkurven werden auch periodische Orbits genannt.
Es sei g : X — R stetig differenzierbar, sodass es keine offene Teilmenge von X gibt,
auf der g konstant ist. Die Nullstellenmenge einer solchen Menge nennen wir Hyperfldche.
Die Hyperfliche H heiit transversal zu F in einem Punkt p € H, wenn 0r(g)(p) # 0
ist. Somit ist insbesondere p kein Equilibrium von F und der Vektor F'(p) liegt nicht in
der Tangentialhyperfliche bei p. Wenn H transversal zu F' bei p ist, dann ist H auch
transversal in einer Umgebung von z, weil die Transversalitdt durch eine Ungleichung mit
einer stetigen Funktion definiert ist. Fiir jeden Punkt p € H, der kein Equilibrium von F
ist, kann eine Hyperfliche H gefunden werden, sodass p € H und H transversal zu F’ ist.
Es sei U C X offen und H C U eine Hyperflache, die in jedem Punkt transversal ist. Die
Poincare-Abbildung ® : Qp C H — H ordnet jedem Punkt p den Punkt zu, bei dem die
Integralkurven durch p das erste Mal wieder auf H trifft:

ri=min{t >0 | ¢(t,p) € H}, ®(p) = ¢(r,p).

Der Definitionsbereich 2z ist dabei maximal gewéhlt und enthélt genau die p € H nicht,
fiir die das Minimum r nicht existiert, also wenn die Integralkurve durch p nicht mehr auf
H trifft.

Bemerkung 7.1. Aus der Definition der Poincare-Abbildung folgt, dass ® : H — H,p —
®(p) ein diskretes dynamisches System definiert. Fiir p € H \ Qp bricht dieses sofort ab.
Die Fixpunkte von ® entsprechen den Zykeln von F', die H immer im selben Punkt schnei-
den. Jeder k-Zykel von ® entspricht einem geschlossenen Orbit, der H an k-vielen unter-
schiedlichen Punkten schneidet. Die Stabilitit der Zykel von F' wird iiber die Stabilitét
der Fixpunkte und Zykel von ® definiert und diese werden hyperbolisch genannt, wenn der
zugehorige Fixpunkt / Zykel von ® hyperbolisch ist.

Satz 7.1. Der Definitionsbereich der Poincare-Abbildung ist offen. Die Abbildung ist stetig
differenzierbar, sodass die Ableitung in jedem Punkt positive Determinante hat.

Beweis. Es sei p € Qp C H ein Punkt, auf dem ® mit » = min{t > 0 | ¢(t,p) €
H} definiert ist. Es existiert eine Umgebung U von p und einen Homéomorphismus 7 :
U — V C R der H in eine Hyperebene E := {(0,29,...,2,) € U | 2; € R} und
das Vektorfeld F in das vertikale Vektorfeld (1,0,...,0) transformiert (siche Abschnitt zu
Transformationsequivalenz). Die Flussabbildung ¢, ist fiir eine offene Umgebung U; C U
von p definiert und stetig differenzierbar. Wir setzen Vi = 7(U;) und definieren

P Vi—=V, P:Togororfl.
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Das Bild von ® ist im Bild von P enthalten, da fiir P(z1, 22, ) = (Pi(x1, 22, 4), Po..n(T1, T2, 4))
gilt:
d=7""o Py nlpoT.

Somit folgt, dass & auf einer offenen Umgebung definiert und dort stetig differenzierbar
ist.

Weil 7 ein Diffeomorphismus ist, ist die Jacobi-Determinante von 7 im ganzen Definiti-
onsbereich entweder positiv oder negativ. Die differenzierbare Abbildung ¢, hat Jacobi-
Determinante ungleich 0, weil sie invertierbar ist (die inverse Abbildung ist ¢_,.). Fiir belie-
bige t ist die Jacobi-Determinante von ¢; ungleich 0. Die Funktion ¢ — det(y})(z) hat also
keine Nullstellen, ist stetig und hat bei ¢ = 0 den Wert 1 — also ist die Jacobi-Determinante
von , positiv. Die Ableitung von P bei 7(z) = y ist

1

P(y) = 76r(0) - #(0) s

Die erste Zeile von P’ ist gleich dem transformierten Vektor (1,0,...,0). Daher ist die
Jacobi-Determinante von ® gleich der von P und somit positiv. ]

Bemerkung 7.2. Die folgende Umkehrung von Satz 7.1 gilt ebenfalls: wenn V C U C R”
offen und einfach zusammenhéngend sind (d.h. es lisst sicher jede geschlossene Kurve zu
einem Punkt zusammenziehen), und G : V' — U eine stetig differenzierbare Abbildung
mit positiver Jacobi-Determinante ist, dann existiert ein Vektorfeld und eine transversale
Hyperebene, sodass G die Poincare-Abbildung ist.

Die Poincare-Abbildung héngt stark von der Wahl der Hyperebene H ab. Wie folgen-
de Proposition zeigt, sind allerdings die Eigenwerte der Jacobi-Matrix, die Aussagen zur
Stabilitéit erlaubt, eine Invariante.

Proposition 7.2. Sei F': X — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld, U C X offen
und seien Hy, Hy, C U Hyperflichen, die in jedem Punkt transversal zu F' sind. Dann ist
p € Hi N Hy ein Fixpunkt der zu Hy gehorenden Poincare-Abbildung ®1 genau dann wenn
p ein Fizpunkt der zu Hy gehdrenden Poincare-Abbildung ®y ist. Weiters sind @) und P
ahnlich in jedem p € Hy N Hy.

Proof. Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Korrespondenz von Fixpunkten der
Poincare-Abbildung und periodischen Orbits.

Fiir den zweiten Teil der Aussage, definiere o : H; — Hy als die Funktion die ¢ € H;
auf den Schnittpunkt von ¢(t,q) mit Hy fiir minimales ¢ > 0 zuordnet (cf. Definition der
Poincare Abbildung). Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 6.13 folgt
das a ein Diffeomorphismus ist. Weiters gilt

Do =aod;.

Die Ableitung davon ist ®} - o/ = o' - @}, und aus der Invertierbarkeit von o' folgt die
Aussage. ]
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Aus Proposition 7.2 folgt somit insbesondere, dass die Eigenwerte der Poincare-Abbildung
bei Fixpunkten unabhéngig von der Wahl der Hyperebene sind. Somit ist die Definition
von hyperbolischen Orbits und deren Stabilitdt auch sinnvoll.

Hyperbolische asympototisch stabile Zyklen sind strukturell stabil: wenn man ein Vek-
torfeld mit einen hyperbolischen asymptotisch stabilen Zyklus geringfiigig stort, bekommt
man wieder einen hyperbolischen asymptotisch stablien Zyklus, der zum urspriinglichen
topologisch equivalent ist.

Bemerkung 7.3. Die Tatsache, dass asymptotisch stabile Zyklen strukturell stabil sind,
ist eine mathematische Erkldrung dafiir, dass in vielen dynamischen Systemen, die von
vielen Parametern abhéngen und man so immer von Stérungen ausgehen muss, periodische
Phénomene auftreten.

Im Gegensatz dazu ist das Modell von Lotka/Volterra in Beispiel 6.7 nicht strukturell stabil.
Wenn man hier die Differentialgleichung nur geringfiigig stort kann sich das Verhalten (fast
jeder Orbit ist stabil) grundlegend dndern.

Beispiel 7.3. Betrachte das Vektorfeld
F: Rz — R27 <x7y) = (yv _'T)

und die Hyperfliche H = {(z,0) | > 0}. Diese ist transversal zu F, da dr(g(z,y) = y) =
—x # 0 fiir alle x > 0. Der Fluss von F' ist

o(t, (z,y)) = (xcos(t) + ysin(t), —x sin(t) + y cos(t)).

Fiir (z,0) € H ist somit ¢t = 27 > 0 die minimale Zeit sodass die Integralkurve wieder in H
liegt. Der Schnittpunkt ist wieder (z,0) und dadurch ist die Poincare-Abbildung konstant

¢: H— H, (,0) — (z,0).

Alle Punkte von H sind Fixpunkte von ® und die entsprechenden Integralkurven sind
stabile Zyklen mit Periode 2. Die Orbits sind Kreise mit Radius .
Wir merken an, dass fiir dieses F' jede Hyperfliche H zu einer konstanten Poincare-

Abbildung fiihrt.

7.1 Der Satz von Poincare/Bendixsohn

In diesem Kapitelabschnitt nehmen wir n = 2 an. Dieser Fall ist speziell, weil die Poincare-
Abbildung monoton ist (siehe Proposition 7.4). Durch die Monotonie kann man auch dann
Stabilitdt von Fixpunkten nachweisen, wenn nichts iiber die Jacobi-Matrix von ® bekannt
ist.

Eine Hyperfliche H C R? lisst sich lokal durch eine Parametrisierung s : T C R — H
beschreiben. Dadurch wird die Totalordnung s(t1) = 21 < s(t2) = x2 genau dann wenn
t1 < ty auf H induziert.
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Proposition 7.4. Es sei U C R? offen, F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld,
H eine Hyperfliche transversal zu F und ® : Qp — H die zugehdrige Poincare-Abbildung.
Definiere fiir einen Startwert po € H die (mdglicherweise endliche) Folge p, = ®(pn_1).
Dann ist (p,) monoton (bzgl. der Ordnung auf H ).

Proof. Falls p; = ®(py) nicht existiert, gilt die Aussage trivialerweise. Sei s € R? die Kurve
gegeben durch den Orbit von pg nach p; und zuriick von p; nach py entlang der Hyperflache
H. Die Kurve s ist eine Jordan-Kurve die U in zwei Bereiche U \ w = U; U Uy teilt (cf.
Jordanscher Kurvensatz). Aufgrund der Transversalitit zeigt F' bei allen Werten p € H
zwischen py und p; entweder nach U; oder nach U,. Weiters kann keine Losungskurve den
Orbit zwischen py und p; schneiden und somit bleibt der Orbit entweder in U; oder Us.
Insbesondere ist damit, falls existent, fiir alle n > 1 entweder p,, € U; oder p, € Us. Dieses
Argument lédsst sich nun induktiv fortsetzen. ]

Satz 7.5. Es sei U C R? offen, F : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und
K C U ein kompakte Menge so, dass F kein Equilibrium wn K hat. Es sei p € K und
f R — K die Lisung des Anfangswertproblems mit Anfangwert f(0) = p. Falls f den
Rand von K nicht erreicht, dann existiert ein periodischer Orbit z, sodass fiir jedes € > 0
ein t > 0 existiert mit ||f(t) — z|| <e.

Beweis. Es sel 0 > 0. Wir iiberdecken K durch offene Mengen U, ..., Un (Wegen der
Kompaktheit von K kénnen wir annehmen, dass die Uberdeckung endlich ist.) und wéhlen
zu jedem Uj; eine transversale Hyperfliche H;, sodass Folgendes gilt.

e Fiir jedes ¢ existiert eine Transformation 7; : U; — V;, die H; in eine horizontale
Ebene E; und F' in das konstante vertikale Vektorfeld transformiert.

e Die vertikale Hohe von V; ist kleiner gleich ¢.
e Jede senkrechte Gerade die V; schneidet, schneidet sie auch in E;.

Aus der zweiten Bedingung folgt, dass die Bahn hochstens eine Zeit ¢ in U; bleiben kann. Es
folgt, dass es zumindest eine offene Teilmenge — sagen wir U; — geben muss, die unendlich oft
von f aufgesucht wird und fiir die der Limes inferior der Umlaufzeiten, also der Zeitspannen,
die benotigt werden, um wieder auf H; zu treffen, kleiner als (N + 1)0 ist. Also gibt es
auch eine unendliche Folge (py ), die eine Rekursionsgleichung mit der Poincare-Abbildung
erfiillt. Die Folge ist beschrankt und monoton (steigend oder fallend) beziiglich der auf H
induzierten Ordnung (siehe Proposition 7.4). Also ist die Folge konvergent. Wir definieren
q als den Grenzwert und ¢; so, dass f(tx) = py ist.

Da der Limes inferior der Folge der Umlaufzeiten (¢;,1 — ¢;); beschrinkt ist, existiert eine
konvergente Teilfolge (£;,11 — t;;) und wir setzen s = lim;_,(t;,41 — t;;). Dann ist

©(s,q) = Zlggo So(tz‘jﬂ - tijapz‘j) = }Egopz‘jﬂ =d.

Insbesondere ist der Orbit durch ¢ geschlossen und wir definieren diesen als z. Der Abstand
von p; zu z geht gegen Null, und der Abstand von jedem anderen Punkt f(¢),¢ > t; ist
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beschrinkt durch den Abstand von p; zu z - e**, wobei L eine Lipschitz-Konstante von F
ist. Also geht auch dieser Abstand gegen Null. ]

Ein Zykel, der die Eigenschaft wie oben hat, dass sich ein anderer Orbit asymptotisch an
diesen anndhert, heifit Grenzzykel. Ein Grenzzykel muss nicht asymptotisch stabil sein,
wie Beispiel 7.6 zeigt, bei dem wir das asymptotische Verhalten der Poincare-Abbildung
vorgeben und ein dazu passendes Vektorfeld konstruieren.

Bemerkung 7.4. Fiir die Anwendung von Satz 7.5 miissen wir eine kompakte Menge fin-
den, die Losungskurven nicht verlassen. Dazu kann eine dhnliche Konstruktion wie aus dem
Beweis von Lemma 6.10 und Bemerkung 6.3 niitzlich sein. Finden wir eine differenzierbare
Funktion g : X — R sodass

o K.={zx e X|g(zx) <c}ist kompakt; und
e JOr(g)(x) <O fir alle x € 0K,
gilt, verlassen Integralkurven K. nicht.

Beispiel 7.6. Wir setzen X = R?\ {(0,0)}, U = (0,00) X R, und H = {(z,0) | = > 0}. Es
sei g : (0,00) — R eine Funktion mit vorgegebenen Nullstellen und vorgebenen Vorzeichen
zwischen den Nullstellen. Wir definieren das Vektorfeld

F:X =R (z,y) = (9(Va? + )z +y,9(Va2 + y2)y — ).

Die Transformation in Polarkoordinaten (z,y) = (r cos(w), rsin(w)) ist
G :(0,00) x R = R? (r,w) > (g(r)r,1).

Die Losungen haben daher konstante Winkelgschwindigkeit gegen den Uhrzeigersinn, und
der Radius t — R(t) folgt der Differentialgleichung

Vt: R(t) = g(R(t)R(2).

Das Phasendiagramm dieser skalaren Differentialgleichung richtet sich nach den Nullstel-
len und den Vorzeichen von g. Die Fixpunkte von @ sind die Equilibrien der skalaren
Differentialgleichung.

Die Funktion g : 7 — (1—72)% hat eine Nullstelle bei der das Vorzeichen unveréndert bleibt.
Das fiihrt zu einem Grenzzykel, dessen Orbit der Einheitskreis ist, der nicht asymptotisch
stabil ist: Jede Integralkurve mit einem Startwert innerhalb des Einheitkreises folgt einem
Orbit, der gegen den Grenzzykel konvergiert; Integralkurven mit Startwerten auflerhalb
driften nach auffen und sind unbegrenzt.

Wenn in Satz 7.5 das kompakte Gebiet K Quellen oder Senken enthélt, gilt die Aussage
ebenfalls. Quellen fithren zu konstanten Integralkurven, sofern der Startwert genau in die-
ser liegt. Integralkurven in der Ndhe von Senken konvergieren gegen diese. Kritisch sind
Sattelpunkte.
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Eine auf ganz R definierte Losung f : R — K heifit klin, wenn « := lim;, _, f(t) und
w = limy_,, f(t) beide existieren, wenn w nicht asymptotisch stabil ist, und wenn «
nicht asymptotisch stabil fiir das umgedrehte Vektorfeld —F ist. Also Sattelpunkte oder
nichthyperbolische Equilibrien, die sich dhnlich wie Sattelpunkte verhalten. Wenn a = w
ist, nennen wir die Losung homoklin, und wenn o # w, dann nennen wir sie heteroklin.

Beispiel 7.7. Es sei g : R? — R? (z,y) — y? — 22 + 2®. Wir definieren das Vektorfeld

_9g(z,y) Og(z,y)
oy = Oz '

F:R? - R? (:L‘,y)r—>(

Dann ist 9p(g)(z,y) = 0 fiir alle (x,y) € R% Das bedeutet, der Wert von ¢ ist entlang
jeder Losung konstant. Wir interessieren uns fiir Losungen mit Wert 0.

X

Abbildung 4: Die Nullstelle von g wird durch das Equilibrium in drei Teilkurven zerlegt.
Eine davon ist ein homokliner Orbit.

Die Nullstelle Z von ¢ enthélt das einzige Equilbrium py = (0,0); die Jacobi-Matrix bei
po zeigt, dass es sich um einen Sattelpunkt handelt. Der Sattelpunkt zerlegt Z in drei
Kurven — siehe Figur 4. Nachdem auf diesen Kurven keine Haltestellen mehr sind, sind es
drei Orbits — zusammen mit dem konstanten Orbit pg sind es also vier. Eine von den drei
Kurven ist beschrankt: es ist ein homokliner Orbit, bei dem o = w = py ist.

Im obigen Beispiel gibt es unendlich viele Zyklen. Homokline Orbits kénnen aber auch,
gemeinsam mit a = w, eine geschlossene Kurve bilden, an die sich andere Bahnen asym-
ptotisch anndhern. Hier ist die allgemeinste Version des Satzes von Poincare/Bendixsohn,
den wir hier nicht beweisen werden.

Satz 7.8. Es sei U C R? offen, F : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, und
K C U kompakt. Es sei p € K und f : R — K die Losung des Anfangswertproblems
mit Anfangwert f(0) = p; wir nehmen an, dass die Losung den Rand von K mnicht er-
reicht. Dann existiert eine zusammenhdngende Menge Z, die entweder eine Vereinigung
von endlich vielen Equilibrien, homoklinen und heteroklinen Orbits ist, oder unendlich viele
Equilibrien enthdlt, sodass fiir jedes € > 0 ein s > 0 existiert, sodass fir alle t > s der
Abstand von f(t) zu Z kleiner als € ist.

Kline Orbits sind nicht strukturell stabil, sie gehen verloren wenn das Vektorfeld durch
kleine Storungen geringfiigig verdndert wird. Zu jedem Sattelpunkt existieren vier spezielle
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Orbits, zwei ausgehende und zwei eingehende, alle anderen Orbits sind “hyperbelartig”
und gehen an irgendeiner Seite vorbei. Fiir einen klinen Orbit braucht es einen Orbit der
gleichzeitig ausgehender Orbit eines Sattelpunktes und eingehender Orbit eines anderen
oder auch desselben Sattelpunktes ist. Bei einer kleinen Storung trifft der ausgehende des
ersten Sattelpunktes nicht mehr genau auf den zweiten und geht knapp vorbei.
Struturelle Stabilitdt ist im zweidimensionalen Fall ein generisches Phénomen: fast alle
Vektorfelder sind auf kompakten Teilmengen strukturell stabil. Um diese Aussage mathe-
matisch exakt zu formulieren, muss man eine Topologie auf der Menge aller stetig differen-
zierbaren Vektorfelder einfiihren. In Dimension n = 2 haben wir die strukturelle Stabilitat
in diesem Kapitel untersucht und ein Vektorfeld ist genau dann strukturell stabil, wenn es
folgende Eigenschaften erfiillt.

e Alle Equilibrien sind hyperbolisch.

e Die Fixpunkte der Poincare-Abbildungen, die periodischen Orbits entsprechen, sind
alle hyperbolisch.

e Es gibt keine klinen Orbits.

7.2 Chaos

Der geometrische Grund fiir die sehr starken strukturellen Aussagen im zweidimensionalen
Fall ist, dass die Poincare-Abbildung eine monotone Abbildung ist. Das Verhalten von mo-
notonen Abbildungen eines Intervalls auf sich selbst ist einfach: jede Folge von iterierten
Werten ist monoton steigend oder fallend, und daher entweder unbeschrénkt oder konver-
gent. Bei injektiven Abbildungen einers zweidimensionalen Gebiets auf sich selbst ist die
Lage allerdings komplizierter.

Die Hufeisenabbildung h ist eine injektive Abbildung U — U, wobei U hom&omorph zu
einer abgeschlossenen Kreisscheibe ist. Wir unterteilen U in drei Teile wie in Abbildung 5.
Das griine Gebiet ist ein Fangbereich, also sobald eine Folge von iterierten Funktionswerten
einmal in G ist, bleibt sie immer in G. Es sei Q = Hy = V{y der Abschluss des Komplements
von G (also Y vereinigt mit B). Weiters definieren wir rekursiv fiir n > 0

Hypr = QN f(Hy), Vg1 := (Vo).

Fiir jedes n besteht H,, aus 2" horizontalen Streifen in (). Bei jeder Iteration dieser Folge
werden horizontale Streifen entfernt, also H,.; C H, fiir alle n. Der Durchschnitt H,, :=
M, H, eine abgeschlossene Teilmenge von ), weil sie Durchschnitt von unendlich vielen
Teilmengen besteht. Es ist eine sogenannte “fraktale Menge” (wir kommen spéter noch auf
fraktale Mengen zu sprechen), die aus unendlich vielen horizontalen Kurven besteht: jeder
Schnittpunkt mit dem linken Rand von () kann durch eine eindeutige Kurve mit einem
Schnittpunkt mit dem rechten Rand von () verbunden werden.

Analog besteht V,, aus 2" vertikalen Streifen, und auch hier gilt H,,; C H, (um das zu
zeigen, brauchen wir, dass G ein Fangbereich ist). Der Durchschnitt V., := [, Vi, eine
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abgeschlossene Teilmenge von (), die aus unendlich vielen verikalen Kurven besteht. Jede
horizontale Kurve schneidet jede vertikale Kurve in genau einem Punkt.

a)- ..

Abbildung 5: Die Hufeisen-Abbildung.
Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Horseshoe map

Der Durchschnitt Z := H,, NV, erfiillt die Gleichung f(Z) = Z. Die Einschrankung f|
ist eine Bijektion.

Es sei z € Z. Die vertikale Trennlinie von Y und B liegt nicht in Z, also ist einweder z € Y
oder z € B. Fiir jedes n € Z ist f"(z) ebenfalls entweder in Y oder in B (wenn n negativ
ist, iterieren wir die Umkehrfunktion von f|z). Wir kénnen daher jedem n eine beidseitig
unendliche Folge (z,,)ncz von Elementen aus der zwei-elementigen Menge {Y, B} zuordnen.
Es sei F' die Menge aller solchen Folgen und t : Z — F die Abbildung z — (z,)nez-
Auf der Menge F' definieren wir auf F' die Initialtopologie der Auswertungsfunktionen
fi o (Zn)n = z: eine Menge K C F ist offen, wenn fiir jede Folge z € K eine Menge I C Z
existiert, sodass jede Folge, die auf I mit z {ibereinstimmt, in K liegt. Man kann zeigen,
dass die Funktion ¢ : 7 — F' ein Homéomorphismus ist.

Die Iteration f|z induziert einen Homéomorphimus g : F' — F, der sehr einfach ist: jede

Folge wird um ein Feld nach links geriickt, also g(z),, = z,41. Die Zykel von g sind genau
die Zykel von f|z. Es folgt:

e Fiir jedes k gibt es genau 2¥ Zykel (eindeutig bestimmt durch z, ..., zx_1).

e Jede offene Menge enthilt Zykel. Anders ausgedriickt: die Teilmenge der zyklischen
Elemente ist dicht.

e Wenn U und V' zwei (noch so kleine) nicht leere offene Mengen sind, dann existiert
n, sodass f"(U) und V einander schneiden. Man nennt das “topologische Durchmi-
schung”.

Die topologische Durchmischung in der Hufeisen-Abbildung kann man sich vorstellen, wenn
wir das ein Bild von f1%(U) so firben, dass jeder Punkt f!%°(z) die Farbe von z bekommt.
Jeder Pixel ist dann gleichzeitig gelb und braun. Die topologische Durchmischung und die
Dichtheit von Zykeln sind zwei der drei charakteristischen Merkmale von chaotischem Ver-
halten eines dynamischen Systems. Das dritte Merkmal, ndmlich Empfindlichkeit beziiglich
beliebig kleinen Storungen, ist eine Konsequenz der oben genannten Merkmale.

Um zu klaren, ob die Hufeisen-Abbildung als Poincare-Abbildung eines dreidimensionalen
Vektorfelds auftreten kann, betrachten wir Deformationen der Identitit. Es sei U C R?
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kompakt. FEine Deformation der Identitét ist eine stetig differenzierbare Abbildung G :
([0,1)xU) — U, (t,x) = Gi(z), sodass Go(z) = z fiir alle z € U gilt und sodass det((G;)’)
nie Null wird. Daraus folgt, dass det((G;)") immer positiv ist, weil ja (Gy) konstant die
Einheitsmatrix ist.

Proposition 7.9. Es sei U C {(z,y) | > 0} und G : ([0,1] x U) — U eine Deformation
der Identitdt. Dann existiert ein differenzierbares Vektorfeld F' auf einer offenen Umgebung
V won (U x {0}) C R3, sodass U im Definitionsbereich der Poincare-Abbildung beziiglich
H = {(z,y,0) | (z,y) € U ist, und ¥(z,y,0) = (G1(z,y),0) ist (man beachte, dass G
von U nach U geht, also zwei Komponenten hat).

Proof. Es sei v : (U x [0,2n]) — R?® die Abbildung (z,y,w) — (z cos(w),y, zsin(w)). Das
Bild von v ist V := {(z,y, 2) | (Va? + 22,y) € U}. Wenn wir ~y einschrénken auf das Innere
des Definitionsbereichs D, erhalten wir einen Diffeomorphimus auf V' \ H. Die Hyperebene
H wird doppelt getroffen, vom unteren Rand w = 0 und vom oberen Rand w = 2m.
Es sei 7 : [0,27] — [0,1] die Funktion w 1_+S(2w) Wir definieren D := {(t,p,w) €
Rx U x [0,2m)] | p € Gru)(U), t +w € [0,27)}.

¢p:D =D, (t (p,w) = (Grirw) (G, (P), t + w).

Diese Abbildung erfiillt die Funktionalgleichung ¢p(s+t,q) = ép(s,¢p(t,q)), ist also eine
Flussabbildung. Wir transformieren diesen Fluss mittels v nach V:

¢: (RxV)—=V,6(t,q) =v(on(t, v (q))).

Dieses ¢ ist wieder eine Flussabbildung. Dann ist /' : V — V das Vektorfeld p —
ad)(tp (0,p), das ¢ als Fluss hat.

Dle Anderung der Geschwindigkeit in der Deformation, also das Zwischenschalten der
Funktion 7, ist notwendig, weil sonst F' an den Punkten in H nicht stetig differenzierbar
wére. Die Zwischenschaltung bewirkt, dass die partiellen Ableitung nach p Null werden,
und dass daher die Vektoren bei V' senkrecht zu H stehen. ]

Anschaulich ist es klar, dass die Hufeisen-Abbildung eine Deformation der Identitét ist: wir
konnen U kontinuierlich zusammendriicken und umbiegen und dabei immer im Inneren von
U bleiben. Daraus folgt, dass die Hufeisen-Abbildung als Poincare-Riickkehrabbildung auf-
treten kann. Das kontinuierliche dynamische System diese drei-dimensionalen Vektorfelds
zeigt das gleiche asymptotische Verhalten wie die Hufeisen-Abbildung selbst.

Ein konkretes Vektorfeld, das ebenfalls chaotische Merkmale hat, ist die Lorenz-Gleichung,
gegeben durch das Vektorfeld

8
L:R* =R (z,y,2) = (=s(x —y),rz —y — x2, 2y — b2), 7“:28,5210,6:5.

Um einen Fangbereich zu bestimmen, definieren wir

g:R* =5 R (z,9,2) — ra? + sy + s(z — 2r)2
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Ihre vektorielle Ableitung ist
aL(g)(l‘7 Y, 2) = —28((7“1’2 + y2 + b(z — T)Q - b?"2).

Es sei E:={p | Jdr(g9)(p) > 0}. Das ist das ein Voll-Ellipsoid, daher kompakt. Wir wahlen
M so, dass K = {p | g(p) < M} die Menge E enthilt — also M := max{g(p) | p € E}.
Fiir jede Losung f mit Startwert in K ist f(¢) € K. Um diese Behauptung zu beweisen,
nehmen wir indirekt an, dass ein t; > 0 existiert, sodass f(¢;) ¢ K gilt. Die Funktion
h:=go f:]0,t;] = R hétte dann folgende Eigenschaften:

e Wenn A/(t) > 0 ist, dann folgt f(t) € F C K und daher h(t) < M.
e 1(0) < M und h(t;) > M.

So eine Funktion kann es nicht geben (warum nicht?). Also ist K ein Fangbereich, aus dem
die Losungen nicht mehr entkommen.

Das Lorenz-Feld hat in K drei Equilibrien. Alle drei sind Sattelpunkte. Der Nullpunkt hat
den Typ (2,1), und zwei andere haben den Typ (1, 2). Die beiden letzteren haben komplexe
Eigenwerte; Orbits in der Néhe kreisen fast in einer Ebene spiralférmig nach auflen, bis sie
vom jeweils anderen Equilibrium “eingefangen werden”. Die Menge Z := Mi~op(t, K) ist
eine zusammenhéngende abschlossene fraktale Menge, die im Abschluss von jedem Orbit
liegt.

Aufgabe 7.1. Formuliere und beweise die Version des Satzes von Poincare/Bendisohn im
Fall n = 1.

Aufgabe 7.2. Berechne die Poincare-Abbildung und deren Definitionsbereich des Vektor-
feldes

F:R* -5 R? (z,y) = (v —y,v+7)
fiir die Hyperfliche H = {(x,0) | > 0}. Treffe damit asymptotische Aussagen zu Losungs-
kurven der zugehérigen Differentialgleichung.

Aufgabe 7.3. Analysiere (Equilibrien, Stabilitit, asymptotisches Verhalten und Grenzzy-
klen) das Vektorfeld

F:R? - R? (m,y)l—>(x—x3—y3,y+$3—yg)'

Hinweis: Um den Satz von Poincare/Bendixsohn anwenden zu kénnen muss eine kompakte
Menge konstruiert werden, die Losungskurven nicht mehr verlassen. Analysiere dazu d0p(g)
mit g(z,y) = (¢! +y*) /4.

Aufgabe 7.4. Zwei Tierarten x(t), y(t) konnen mit der Lotka-Volterra Gleichung model-
liert werden, die ganz allgemein mit folgendem Modell beschrieben werden:

2'(t) = f(x(t),y(1), ¥'(t) = g(x(t), y(1)), (z,y) € R™.

Zeige, dass fiir kooperative Tierarten (V(z,y) € R? : g—;(x,y) > 0,%(1‘,3/) > 0) oder
fiir feindschaftliche Tierarten (V(z,y) € R? : ‘Z—g(x,y) < O,%(x,y) < 0) gilt, dass alle
Losungskurven gegen ein Equilibrium oder einen Punkt im Unendlichen konvergieren.

Hinweis: Analysiere dazu die Monotonie der Komponenten von Losungskurven.

74



Eine bekannte Klasse von Systemen sind Liénard Differentialgleichungen von der Form

Fiir diese ist bekannt, dass fiir stetig differenzierbare g mit
1 Vot g(—a) = —g(a);
2. g(z) <0auf 0 <z < a fir ein o;
3. liminf, . g(z) > 0;
ein periodischer Orbit existiert. Falls zusétzlich
4. g monoton steigend fiir z > « ist,
ist dieser Orbit eindeutig und jede Losungskuve konvergiert gegen diesen.

Aufgabe 7.5. Transformiere

£0) — 5 (= F0) £'(0)+ 75 =0

auf eine Liénardsche Differentialgleichung. Treffe damit Aussagen iiber das asymptotische
Verhalten von Losungen f(t) der urspiinglichen Differentialgleichung.

Aufgabe 7.6. Sei F': X C R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit div(F) =
or 4 %—5 > 0 (oder div(F') < 0) auf einer einfach zusammenhéngenden Menge U C X.
Zeige dass dann keine periodischen Orbits von F' existieren.

Hinweis: Wende den Gaufischen Integralsatz an.

Zeige damit, dass

f') +p(f@) f(t) +q(f(t) =0, Vo € R:p(x) >0
keine (nicht-trivialen) periodischen Losungen enthélt.
Aufgabe 7.7. Betrachte fiir » > 0 die Lorenz-Gleichung
a'(t) = —a(t) +y(t), y'(t) =ra(t) —y(t) —x()z(t), 2'(t) =z(t)y(t) — 2(t).
Zeige
1. Fiir r < 1 konvergieren alle Losungskurven gegen den Ursprung;

2. Fiir r > 1 gibt es einen kompakten Fangbereich der von Lésungskurven nicht mehr
verlassen wird.

Optional: Plotte fiir » = 28 Losungskurven die auf “Chaos” hinweisen.
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8 Ausblick: Differentialgeometrie

Differentialgeometrie kénnte man definieren als das Teilgebiet der Geometrie, die Funk-
tionen/Eigenschaften untersucht, die unter Diffeomorphismen erhalten bleiben. Ein we-
sentlicher Grundsatz in der Geometrie (den auch die theoretische Physik iibernommen
hat) ist: die geometrischen Sdtz und Definitionen sind unabhéngig von der Wahl des Ko-
ordinatensystems. Je nachdem welche Koordinatentransformationen bekommt man ver-
schiedene Teilgebiete der Geometrie: euklidische Geometrie, affine Geometrie (bekannt aus
LA-Vorlesung), projektive Geometrie, Topologie, algebraische Geometrie, Differentialgeo-
metrie. Die Mitspieler bei der Differentialgeometrie sind: offene Teilmengen des R", diffe-
renzierbare Abbildungen, glatte Hyperflichen oder Teilmannigfaltigkeiten, und vor allem:
Vektorfelder.

Equilibrien, Zyklen, Stabilitit etc. sind alles differentialgeometrische Eigenschaften von
Vektorfeldern, die bei Koordinatentransformation erhalten bleiben. Auch die vektoriel-
le Ableitung einer Funktion wird wieder in die vektorielle Ableitung der transformierten
Funktion beziiglich des transformierten Vektorfelds transformiert. Also ist die vektorielle
Ableitung ein Element der Differentialgeometrie. Hier ist ein erstes einfaches Beispiel fiir
einen allgemeinen differentialgeometrischen Satz:

Proposition 8.1. Fiir jedes Vektorfeld ist die Abbildung Op linear tiber R und erfillt die
Leibniz-Regel
Ir(fg) = fOr(g) + Ir(f)g.

fir alle stetig differenzierbaren Funktionen f,g.

Diese Proposition 1ét sich auch umkehren: wenn eine Operation, die jeder stetig diffe-
renzierbaren Funktion eine stetige Funktion zuordnet, linear ist, die Leibniz-Regel erfiillt,
und stetig in Parametern von g ist, dann ist sie eine vektorielle Ableitung eines eindeutig
definierten Vektorfeldes.

Als Prinzip gilt: man kann alles ableiten, was Werte in einem Vektorraum hat. Insbesondere
gibt es die vektorielle Ableitung von Vektorfeldern: wenn F, G zwei stetig differenzierbare
Vektorfelder sind, dann ist 0p(G) wieder ein Vektorfeld - in der Regel nur stetig, nicht mehr
differenzierbar. Um die Schwierigkeit zu vermeiden, dass man bei jedem Differenzieren
eine Ordnung in der Differenzierbarkeit verliert, ist es iiblich, von vornherein bei allen
Funktionen und Vektorfeldern anzunehmen, dass die beliebig oft differenzierbar sind. Statt
Or(G) schreibt man auch [F, GJ.

Proposition 8.2. Die vektorielle Ableitung von Vektorfeldern ist bilinear und erfillt die
Regeln

fur alle Vektorfelder F,G,H und Funktionen f.
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Wenn V ein Vektorraum ist und [,] : V2 — V eine bilineare Abbildung ist, die die erste Zeile
erfiillt, dann heifit (V,[]) eine Lie-Algebra. Die Abbildung nennt man auch Lie-Klammer.
Wenn G konstant ist, dann muss [F, G] = 0p(G) nicht unbedingt Null sein (eine Transfor-
mation von F' entlang G kann ja nicht-konstante Felder ergeben). Wenn F' und G beide
konstant sind, dann ist allerdings [F, G] = 0. Wir nennen zwei Vektorfelder F, G transver-
sal, wenn fiir jeden Punkt p die beiden Vektoren F(p) und G(p) linear unabhéngig sind.
Hier ist eine Verallgemeinerung von 7, dass jedes Vektorfeld in einem Nicht-Equilibrium
lokal equivalent zu einem konstanten Vektorfeld ist.

Satz 8.3. Zwei transversale Vektorfelder F,G erfillen genau dann [F,G] = 0, wenn es fir
jeden Punkt eine lokale Transformation gibt, die F' und G gleichzeitig in konstante Felder
transformiert.

Nun zum Problem der Gradientenfelder. Wenn X C R? und f : X — R differenzierbar ist,

dann nennen wir of (x,y) Of(z,y)
, T,y T,y
Fra(@y) = ( oz ' Oy )

das Gradientenfeld von f. Die stabilen Equlibrien sind genau die lokalen Maxima von f
— diese Tatsache niitzt man in der numerischen Optimierung aus, weil stabile Equilibrien
leicht zu finden sind. Das Problem mit Gradientenfeldern ist, dass diese im Allgemeinen
nach Koordinatentransformationen keine Gradientenfelder mehr sind.

Beispiel 8.4. Es sei f : (z,y) — zy. Dann ist F(z,y) = f'(z,y) = (y,z). Wir setzen
(u,v) = (2z,y). In uwv-Koordinaten ist F*(u,v) = (2v,u/2). Die zweite partielle Ableitung
der ersten Komponente ist verschieden von der ersten partiellen Ableitung der zweiten
Komponente, also ist F"* kein Gradientenfeld.

Die transformierte Funktion ist f*(u,v) = wv/2. Das Gradientenfeld der transformierten
Funktion stimmt nicht mit dem transformierten Vektorfeld iiberein.

Eine geometrische Eigenschaft des Gradientfeldes ist, dass der Vektor in jedem Punkt nor-
mal auf die Niveaulinie von f steht. Dass diese Eigenschaft bei Transformationen nicht
erhalten bleibt, ist einleuchtend: Transformationen erhalten in der Regel nicht die Norma-
litét.

Des Rétsels Losung ist, dass die Werte des Gradientfelds nicht im Tangentialraum lie-
gen, sondern im Dualraum dazu. Solche “Ko-Vektofelder” heiflen Differentialformen. Die
Schreibweise fiir Differentialformen

n = Fi(z,y)dx + Fy(x,y)dy

passt zur Transformationsformel: fiir z und y ersetze man die entsprechenden Funktio-
nen in v and v, und dr und dy wird ersetzt durch die Gradienten von diesen Funktio-
nen. Vektorfelder und Differentialformen sind beides stetig differenzierbare Formen von X
nach R2, aber unterscheiden sich in vielen Eigenschaften und méglichen Operationen. Um
diese kurz zu beschreiben, muss man erwahnen, dass die Differentialformen, die formal
wie Vektorfelder ausssehen, 1-Formen sind; differenzierbare Funktionen nach R bezeichnet
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man als Null-Formen, und dann gibts auch noch 2-Formen (bis zur Dimension von X).
In zy-Koordinaten 1a8t sich jede 2-Form schreiben als f(z,y)dx A dy, also jede 2-Form ist
eindeutig gegeben durch eine Funktion — trotzdem werden O-Formen und 2-Formen anderes
transformiert und miissen daher unterschieden werden.

e Vektorfelder kann man nur entlang Diffeomorphismen transformieren. Die Transfor-
mationsformel fiir Differentialformen braucht nur die inverse Abbildung. Fiir jede
differentierbare Abbildung f : ¥ — X und jede Differentialform n auf X ist die
Transformation f*(n) eine Differentialform auf Y. X und Y miissen nicht einmal die
gleiche Dimension haben.

e Die algebraischen Operationen fiir Vektorfelder sind die Lie-Klammer und die vekto-
rielle Ableitung. Fiir Differentialformen hat man das Hack-produkt und die dussere
Ableitung d. Die dussere Ableitung einer 0-Form ist eine 1-Form (n&dmlich der Gradi-
ent), und die dussere Ableitung einer 1-Form ist eine 2-Form. Die dussere Ableitung
einer 2-Form ist immer 0. Die dussere Ableitung erfiillt d*> = 0 und eine Analog zur
Leibnizregel mit dem Hack-Produkt.

e Vektorfelder definieren Differentialgleichungen mit Integralkurven als Lésungen. Dif-
ferentialformen kann man integrieren: fiir jede glatte Kurve C' und Diffentialform
7 existiert das Kurvenintegral fc 7, eine reelle Zahl. Die Stokes-sche Integralformel
verkniipft die Integration mit der dusseren Ableitung. Wenn 7 eine k-Form ist, und
B eine kompakte Teilvarietdt von Dimension k£ + 1 mit glattem Rand, dann gilt

/ w:/dw.
oB B

Im Fall £ = 0 sagt die Stokes-sche Formel folgendes: wenn C' C X eine Kurve von p nach
q ist, und f : X — R differenzierbar, dann ist [, dg = g(q) — g(p). Das Integral héngt also
nicht vom Integrationsweg ab, falls die Differentialform ein Gradient ist.

Eine positive 2-Form w definiert ein Mafl auf X: jeder kompakten Teilmenge wird eine
positive Zahl zugeordnet, ndmlich das Integral von w. Wenn w = dn fiir eine 1-Form 7 ist,
kann dieses Mass durch ein Kurvenintegral berechnet werden (Satz von Green, ein weiterer
Spezialfall der Stokes-schen Formel).

Um eine bijektive Abbildung zwischen Vektorfelder und 1-Formen herzustellen, braucht
man eine Art “lokale Dualitat”. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten: eine Riemmannsche
Metrik oder eine symplektische Struktur.

Eine Riemannsche Metrik ist im wesentlichen ein lokales Skalarprodukt, positiv definit und
symmetrisch. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum, der lokal dif-
feomorph zu einer offenen Menge des R™ ist und eine stetig differenzierbare Abbildung
besitzt, die jedem Punkt eine symmetrische und positiv definite n x n Matrix zuordnet.
Die Lénge einer differenzierbaren kompakten Kurve ist eine positive Zahl. Die Lénge der
kiirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten erfiillt alle Axiome einer Metrik, und das
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macht jede Riemannsche Mannigfaltikeit zu einem metrischen Raum. Die kiirzeste Verbin-
dung wird auf Kurven erzielt, die “Geodétische” heiflen und gewisse Differentialgleichungen
erfiillen miissen. Die Geodétiscchen in der Ebene sind Geraden, die Geodétischen auf der
Kugel die Grofikreise. Eine Riemannsche Metrik definiert auch Winkel zwischen Kurven
oder Vektorfeldern oder Volumina.

Insbesondere definiert eine Riemannsche Metrik eine Bijektion zwischen Vektorfeldern und
1-Formen. Jeder differenzierbaren Funktion f: X — R kann man dann zunéchst eine Dif-
ferentialform df und dann ein Vektorfeld zuordnen: das Gradientenfeld, wie wir es kennen.
Der Satz, dass der Gradient normal auf die Niveaukurven f =konstant steht, gilt allgemein
fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Die stabilen Equilibrien der Gradientenfelds sind die
lokalen Maxima von f.

Eine Frage in der Riemannschen Geometrie ist, ob zwei gegebene Riemannsche Mannig-
faltigkeiten lokal equivalent sind: ob es einen Diffeomorphismus gibt, der Basispunkt in
Basispunkt abbildet und der die erste Riemannsche Metrik in die zweite transformiert.
Eine notwendige Bedingung ist, dass der Riemannschen Kriimmungsskalar bei den Ba-
sispunkten den gleichen Wert hat. Dieser ist in der Ebene gleich 0 und bei einer Kugel
vom Radius r gleich 7%2, also sind Ebene und Kugel nicht lokal equivalent als Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

In der allgemeinen Relativitédtstheorie sind Riemannsche Pseudo-Metriken fundamental.
Die sind genauso definiert wie Riemannsche Matriken, bis auf die Bedingung “positiv de-
finit”. Die Matrizen miissen vollen Rang haben, diirfen aber indefinit sein. Die “Lorentz-
Metrik” lasst sich in einer Basis lokal schreiben als Diagonalmatrix mit Eintrdgen —1, —1, —1, 1.
Tangentialvektoren mit positivem Quadrat heissen zeitartig, mit Quadrat Null lichtartig,
und mit negativem Quadrat raumartig. Die Bewegung eines relativistischen Teilchens in der
vierdimensionalen Raumzeit ist eine Kurve mit zeitartiger Ableitung. Wenn keine Kréfte
oder Kollisionen auf das Teilchen wirken, dann erfiillt die Kurve die gleiche Differential-
gleichung wie eine Geodéatische und heifit auch Geoditische. Allerdings ist sie nicht die
kiirzeste Verbindung, sondern die ldngste. Nun hat die Lénge einer Geodétischen eine phy-
sikalische Interpretation: die Eigenzeit, also die Zeit, die das Teilchen messen wiirde, wenn
es auf seiner Reise durch die Raumzeit eine Uhr mit sich fithrt. Daraus lédsst sich das
“Zwillingsparadoxon” ableiten.

Die zweite Moglichkeit, eine lokale Dualitdt zu definieren ist eine symplektische Struk-
tur. Hier ordnet man jedem Punkt eine schiefsymetrische und nichtsingulére Matrix zu.
Das geht nur, wenn der Raum X gerade Dimension hat (also etwa in der Ebene, aber nicht
im dreidimemsionalen Raum). Das Transfornmationsgesetz ist genau das gleiche wie bei
2-Formen w, daher kann man auch sagen eine symplektische Struktur ist eine 2-Form mit
bestimmten Eigenschaften (Nicht-Degenerierthat und duflere Ableitung gleich Null). Wie
im Fall einer Riemann-Metrik bekommt man eine Bijektion zwischen Vektorfeldern und
1-Formen. Ein Vektorfeld F' heisst hamiltonianisch, wenn es die symplektische Struktur
erhilt, also wenn Op(w) = 0 ist. Ein Satz besagt, dass das genau dann der Fall ist, wenn
die entsprechende Differentialform ein Gradient ist, also von der Form df fiir eine skalare
Funktion f : X — R. Wenn F' ein hamiltionanisches Vektorfeld und f die entsprechende
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skalare Funtion ist, dann gilt immer Or(f) = 0.

In der analytischen Mechanik kennt man viele Beispiele von diesen Paaren Funktion-
Vektorfeld. Ein Vektorfeld F', das die symplektische Struktur erhélt, wird in diesem Zusam-
menhang als Symmetrie bezeichnet. Fiir fixes t € R ist ¢ : X — X ein Diffeomorphismus
(mit Umkehrung ¢_;), und nachdem 0p(w) = 0 gilt, erhélt jeder solche Diffeomorphis-
mus die symplektische Struktur; streng genommen sind also die Fliisse die Symmetrien,
aber man kann zeigen, dass jede eindimensionale Gruppe von Symmetrien der Fluss eines
Vektorfelds ist; also ist es schon okay, hamiltonianische Vektorfelder und Symmetrien zu
identifizieren. E. Nother formulierte das folgende physikalische Gesetz:

Zu jeder Symmetrie 148t gehort eine Erhaltungsgrosse; die Erhaltungsgrofie ist
eindeutig bis auf eine additive Konstante.

Beispiel 8.5. Die meisten physikalischen Gesetze sind translations-invriant: die Transfor-
mation xy — 1 +t, alle anderen Koordinaten gleichbleibend, ist eine Symmetrie, ndmlich
der Fluss eines konstanten Vektorfeldes. Nach Néther ist die dazugehorige Erhaltungsgrosse
der Impuls, genau genommen die Koordnate des Impulses Richtung z;. Fiir alle Bahnen,
die translations-invarianten Gesetzen geniigen, gilt, dass dieser Impuls konstant ist.

Die Erklarung im Modell der symplektischen R&ume ist: eine Symmetrie ist ein hamil-
tonianisches Vektorfeld F'. Die entsprechende Differentialform ist ein Gradient, also von
der Form df, und dabei ist f bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Die-
se Erklarung ist kein Beweis des Satzes von Nother, sondern es ist eher umgekehrt: der
Nothersche Satz fithrte zur Entwicklung der symplektischen Geometrie als mathematisches
Modell zur Beschreibung von physikalischen Modellen, die diesen Satz erfiillen.

Zur Beschreibung der zeitliche Entwicklung eines Systems nimmet man zusétzlich zur sym-
plektischen Strukur auch eine sogenannte Hamilton-Funktion h : X — R als gegeben an.
Physikalisch entspricht sie der Gesamtenergie, und die wesentlichste Eigenschaft ist, dass sie
wéhrend der zeitlichen Entwicklung konstant bleibt. Die Hamilton-Funktion ist aber nicht
irgendeine Erhaltungsgrofle, sondern diejenige Erhaltungsgréfie, deren zugehorige Symme-
trie die Bewegung der Teilchen beschreibt: die Bahn z : R — X eines Teilchens ist eine
Losung der Differentialgleichung Vt : (t) = —H (z(t)).

Es wird Zeit fiir ein Beispiel. Wir beschreiben die Bewegung eines Federpendels auf einer
geraden (vertikalen) Linie. Der Phasenraum ist zweidimensional, also R?, mit Koordinaten
p — Impuls — und ¢ — Ort. Leider sind diese beiden Koordinaten nicht gerade unabhéngig:
wenn man die Ortsbewegung kennt, dann kennt man auch die Geschwindigkeit und daher
auch den Impuls. Wir werden aber diese schon bekannte Beziehung nicht verwenden, wir
tun praktisch vorldaufig so, als ob die Masse variabel wére. Die beiden Koordinaten kénnen
theoretisch unabhéngig voneinander gemessen werden. Den Ort messen wir zum Beispiel
durch ein Foto, auf dem sich das Pendel vor einer Skala befindet; und den Impuls kann man
messen, indem man ein vergleichsmaéssig leichtes Teilchen mit dem Federpendel kollidieren
lasst und schaut, in welche Richtung es wegfliegt.
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Im zweidimensionalen Fall ist eine symplektische Struktur eine Volumsform, die nirgends
Null ist. Wir setzen w := dpAdg; hier liefert die Volumsform den bereits bekannten Flachen-
inhalt. Ein Vektorfeld F' : (p,q) — Fi(p,q), Fa(p, q)) ist genau dann hamiltonianisch bzw.
volumserhaltend, wenn

OFi(p,q) N OF(p, q)

) dp Ndg =10

gilt; dieser Ausdruck heifit auch Divergenz des Vektorfeldes. Diese Vektorfelder sind Sym-
metrieen in Bezug auf den Fliacheninhalt: wenn die Fluss-Abbildung auf eine kompakte,
von glatten Kurven begrenzte Teilmenge anwendet, dann erhélt man eine kompakte Menge
mit gleichem Flécheninhalt.

Es sei f : R? eine skalare Funktion. Das dazugehorende Vektorfeld bekommt man durch
Anwendung der schiefsymmetrischen Matrix, die zu €2 gehort:

Fo(pg) (Wé};@)_af(@z;@) '

Man kann leicht zeigen, dass jedes solche Vektorfeld hamiltonianisch ist, und dass 0 (f) = 0
gilt.
Wir wéhlen nun als Hamilton-Funktion

2 2
p cq
h:R* =R = — 4+ —;
 (,0) = o+ =
die Konstanten m, ¢ heiflen Masse und Federkonstante. Das dazugehorende Vektorfeld ist

s (2 ) ().

Wenn man das Vektorfeld mit —1 multipliziert, hat man die Bewegungsgleichungen p’ =
—cq,q" = . Die zweite Gleichung liefert den bereits bekannten Zusammenhang zwischen
Impuls und Geschwindigkeit, den wir vorhin verldufig ignoriert haben. Die erste Gleichung
ist equivalent zum Hooke’schen Gesetz. Die Differentialgleichung ist linear und 148t sich
leicht 16sen. Alle Losungen aufler der konstanten Losung im Nullpunkt sind periodisch. Der
Nullpunkt ist ein Equilibrium, sodass die Eigenwerte der Jacobi-Matrix auf der imaginéren
Achse liegen.
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