
1 Verschiedene Typen von Dynamischen Systemen

Ein dynamisches System ist ein mathematisches Modell eines Prozesses durch Funktionen von einer
Menge T (Zeit) in einen Raum X. Die Menge T ist entweder gleich R bzw. ein Intervall von R
(kontinuierliches dynamisches System) oder gleich N (diskretes dynamisches System). Der Raum
X ist meistens ein reeller endlich-dimensionaler Vektorraum – bei linearen dynamischen Systemen
ist das unabdingbar – oder eine Teilmenge eines Vektorraumes. Das Wesentliche ist, dass die
Funktion (manchmal auch eine Menge von Funktionen) nicht durch einen expliziten Ausdruck
beschrieben wird, sondern im diskreten Fall durch eine Rekursion und im kontinuierlichen Fall
durch eine Differentialgleichung.
Wir beginnen mit dem diskreten Fall: T = N, und X ⊂ R oder X ⊂ Rn. Die Funktion f : T → X
wird beschrieben durch die Rekursionsgleichung der Ordnung k > 0, die wie folgt aussieht:

∀t ∈ T : f(t + k) = F (f(t), f(t + 1), . . . , f(t + k − 1), t),

wobei F : (Xk × T )→ X eine gegebene stetige Funktion ist. Sobald die Anfangswerte f(0), f(1),
. . . , f(k− 1) bekannt sind, ist die Funktion f eindeutig festgelegt und kann mit einem Programm
rekursiv an jeder natürlichen Zahl ausgewertet werden.
Sehr oft ist man in der Situation, daß der Wert F (x0, . . . , xk−1, t) nicht von t abhängt, also
dass man eigentlich eine Funktion F : Xk → X hat. Wir sprechen in diesem Fall von einer
autonomen (zeitunabhängigen) Rekursion. Der nicht-autonome Fall entspricht eigentlich nicht der
“Philosophie” der dynamischen Systeme: wenn wir zeitabhängige Rekursionen erlauben, können
wir ja auch gleich einen Ausdruck für die Funktion in die Rekursion stecken:

F (x0, x1, . . . , xk−1, t) := A(t),

und hätten dann eine explizite Darstellung f(t) = A(t). Genau das, was wir in der Theorie der
dynamischen Systeme ja ausschließen wollten. Drum ist der autonome Fall der normale Fall.
Wenn uns jetzt eine nicht-autonome Rekursion über den Weg läuft und wir trotzdem philosophisch
auf der Linie der dynamischen Systeme bleiben wollen, dann ist das möglich: der nicht-automome
Fall läßt sich immer auf den autonomen Fall zurückführen. Außerdem können Rekursionen be-
liebiger Ordnung immer auf Rekursionen erster Ordung zurückgeführt werden. Beide Rückführungen
sind nicht gratis, sie gehen auf Kosten höherer Dimension n des Wertebereichs vn f .
Wir beschreiben zuerst die Rückführung einer nicht-autonomen Rekursion erster Ordung für eine
Funktion f : T → X, gegeben durch die Funktion F : (X × T )→ X; als Rekursion für f liest sich
das so:

∀t ∈ T : f(t + 1) = F (f(t), t). (1)

Wir definieren nun Y := X × T und die Funktion

G : Y → Y, (x, t) 7→ (F (x, t), t + 1),

die eine Rekursion für g : T → Y definiert:

∀t ∈ T : g(t + 1) = G(g(t)). (2)

Wenn nun f : T → X die Rekursion 1 erfüllt, dann erfüllt die Funktion (x, t) 7→ (f(t), t) die
Rekursion 2. Umgekehrt: wenn g : T → Y die Rekursion (2) erfüllt und einen Startwert g(0)
mit t-Komponente gleich 0 hat, dessen t-Komponente gleich 0 ist, dann ist die erste Komponente
von g eine Lösung von Rekursion (1) und die zweite Komponente ist die Identität t 7→ t. Bei
Rekursionen höherer Ordung funktionert eine ähnliche Rückführung (wobei es beim Ausdenken
einer Rekursion für die Zeitkomponente ein bisschen Platz für Kreativität gibt).
Nun beschreiben wir die Rückführung einer autonomen Rekursion von Ordnung k > 1 für eine
Funktion f : T → X, gegeben duch eine Funktion F : Xk → X und als Rekursion geschrieben

∀t ∈ T : f(t + k) = F (f(t), f(t + 1), . . . , f(t + k − 1)), (3)
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auf eine Rekursion erster Ordnung. Wir definieren Y := Xk und die Funktion

G : Y → Y, (x0, x1, . . . , xk−1) 7→ (x1, x2, . . . , F (x0, x1, . . . , xk−1)).

Diese definiert wieder eine Rekursion für g : T → Y ; die Rekursionsgleichung ist die gleiche wie
in (2). Wenn f : T → X nun die Rekursion 3 erfüllt, dann erfüllt die Funktion t 7→ (f(t), f(t +
1), . . . , f(t + k − 1)) die Rekursion (2). Wenn umgekehrt g die Rekursionsgleichung (2) erfüllt,
dann erfüllt jeder ihrer k Komponenten die Rekursion (3).

1.1 Lineare Rekursionen

Es sei nun X ein reeller Vektorraum. Eine nicht-autonome Rekursion gegeben durch eine Funk-
tion F : (Xk × T ) → X heißt linear, wenn für jedes t ∈ T die Funktion (x0, . . . , xk−1) 7→
F (x0, . . . , xk−1, t) linear ist. Die Lösungen bilden einen Vektorraum der Dimension k dim /X);
die Abbildung, die jedem k-Tupel von Anfangswerten (x0, . . . , xk−1) ∈ Xk die eindeutig bes-
timmte Lösung der Rekursion mit diesen Anfangswerten zuordnet, ist ein Isomorphismus von
Vektorräumen.
Die oben beschriebene Rückführung auf eine Rekursion erster Ordnung liefert in der Tat eine
lineare Rekursion erster Ordnung. Beschränken wir uns daher (vorläufig) auf lineare Rekur-
sionen erster Ordnung. Es sei X = Rn. Dann kann man die Funktion F auch schreiben als
matrix-wertige Funktion A : T → Rn×n, also F (x0, . . . , xk−1, t) := A(t) · (x0, . . . , xk−1). Der
Vektorraum-Isomorphismus zwischen Anfangswerten und Lösungen läßt sich ebenfalls als matrix-
wertige Funktion B → Rn×n schreiben. Die Lösung f : T → Rn der Rekursion

∀t ∈ T : f(t + 1) = A(t)f(t)

läßt sich dann schreiben als
g(t) = B(t)(g(0), . . . , g(k − 1)).

Die Matrix B erfüllt die Gleichungen

∀t : B(t + 1) = A(t)B(t), B(0) = In.

Die Matrix B(t) kann berechnet werden durch Aufmultiplizieren der Matrizen A(0), . . . , A(t− 1)
von rechts nach links.
Im autonomen Fall ist das alles viel einfacher: statt einer matrix-wertigen Funktion haben wir eine
einzige Matrix A ∈ Rn×n, und B(t) = At. Diesen Fall werden wir später noch genauer studieren.

Bemerkung 1.1. Wie erwähnt, lassen sich nicht-autonome Rekursionen immer auf autonome
Rekursionen zurückführen. Leider wird bei dieser Reduktion die Linearität nicht beibehalten,
drum ist die Theorie der nicht-autonomen linearen Rekursionen (bzw. im kontinuierlichen Fall die
Theorie der nicht-autonomen linearen Differentialgleichungen) komplizierter also die Theorie der
autonomen linearen Rekursionen (bzw. der autonomen linearen Differentialgleichungen).

Wenn nichts dazugesagt wird, verstehen wir unter einer “linearen Rekursion” eine homogene lin-
eare Gleichung. Die inhomogene lineare Rekursion für f : T → Rn sieht so aus:

∀t ∈ T : f(t + 1) = A(t)f(t) + b(t),

wobei A : T → Rn×n eine gegebene matrixwertige Funktion und b : T → Rn eine gegebene vek-
torwertige Funktion ist. Es ist nicht schwierig, eine solche inhomogene Rekursion zurückzuführen
auf eine homogene lineare Rekursion für g : T → Rn+1; die ersten n Komponenten dieser neuen
Rekursion bilden f , und die letzte ist konstant 1.
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2 Kontinuierliche Dynamische Systeme

Hier ist T = R oder eine zusammenhängende Teilmenge von R (also ein Intervall); X ist wieder
ein endlich-dimensionaler reellen Vektorraum oder eine Teilmenge eines endlich-dimensionalen
reellen Vektorraums. Eine Funktion f : T → X wird in diesem Fall beschrieben durch eine
Differentailgleichung der Ordnung k > 0:

∀t ∈ T : f (k)(t) = F (f(t), f ′(t), . . . , f (k−1)(t), t), (4)

wobei F : (Xk × T ) → X eine gegebene stetige Funktion ist. Im Unterschied zum diskreten Fall
ist überhaupt nicht klar, ob die Funktion durch Anfangswerte eindeutig festgelegt ist. Der fun-
damentale Satz von Picard/Lindelöf, den wir beweisen und ausführlich werden, besagt, daß unter
gewissen Voraussetzungen für F die Lösung f der Differentialgleichung eindeutig durch die An-
famgswerte f(0), f ′(0), . . . , f (k−1)(0) festgelegt ist, und auch auch daß für gegebene Anfanswerte
immer eine Lösung existiert.
In anderer Hinsicht ist die Theorie der kontinuierlichen Systeme dafür wieder einfacher als die
diskrete Theorie. Zum Beispiel kann man im kontinuierlichen Fall sehr einfach “die Zeit umdrehen”
und ein lineares System aufstellen, das in die Vergangenheit schaut. Man braucht dazu nur
in der Differentialgleichung t durch −t ersetzen. Im diskreten Fall kann man die Rekursionen
nicht nach rückwärts verfolgen, weil zum Beispiel die Funktion F : X → X in der Rekursion
∀t : f(t + 1) = F (f(t)) im allgemeinen nicht invertierbar ist.
Die oben besprochenen Rückführungen für den diskreten Fall lassen sich auch auf den kontinuier-
lichen Fall übertragen. So kann man eine nicht-autonome Differentialgleichung für f : T → X

∀t ∈ T : f ′(t) = F (f(t), t)

zurückführen auf eine autonome Gleichung für g : T → X × T . Und man kann eine Differential-
gleichung der Ordnung k für f : T → X

∀t ∈ T : f (k)(t) = F (f(t), f ′(t), . . . , f (k−1)(t)), (5)

auf eine Differentialgleichung erster Ordnung für g : T → Xk zurückführen. Im letzteren Fall
bleibt Linearität erhalten, im ersteren nicht.

3 Zusammenhang zwischen diskreten und kontinuierlichen
Systemen

Es gibt mehrere Querverbindungen zwischen dem diskreten und dem kontinuierlichen Fall.

• Falls in einer autonomen Differentialgleichung Existenz und Eindeutigkeit der Lösung des
Anfangswertproblems für f : R→ X

∀t ∈ R : f ′(t) = F (f(t))

erfüllt ist, haben wir für jede Schrittweite h > 0 eine Funktion G : X → X, sodass für alle
t ∈ R die Gleichung f(t + h) = G(f(t)) gilt. Die Funktion G berechnet also den Wert nach
Zeiteinheit h und stellt eine Diskretisierung der Differentialgleichung dar. Die Lösungen der
Rekursion für g : N → X, ∀t ∈ N : g(t + 1) = G(g(t)) sind Folgen (f(t0), f(t0 + h), f(t0 +
2h), . . . ) von Funktionswerten der Lösung der Differentialgleichung.

• Für kleine numerische Werte von h kann ein G wie oben approximativ berechnet werden.
Auf diese Weise erhält man numerische Verfahren zum Auswerten von Lösungen von An-
fangswertproblemen.

• Wenn die Lösungen einer Differentialgleichung bei 0 analytisch sind – das heißt, dass alle
Ableitungen bei 0 existieren und die Taylorreihe in einem geeigneten Konvergenzbereich
gegen die Funktion konvergiert –, dann bilden die Ableitungen bei 0 eine Folge. Diese Folge
erfüllt eine Rekursion, die sich oft direkt aus der Differentialrechnung berechnen läßt.
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• Umgekehrt kann man aus einer Folge, die eine Rekursion löst, eine Potenzreihe bilden und
hoffen, daß die Potenzreihe konvergiert. Wenn ja, dann erfüllt sie oft eine Differentialgle-
ichung, die sich direkt aus der Rekursion ableiten läßt.

• Bei der qualitativen Beschreibubg von Lösungen von Differentialgleichung für t→∞ gibt es
eine wichtige Methode, die wir noch diskutieren werden: man bildet eine Durchschnittsmenge
H ⊂ X und untersucht die Folge der Schittpunkte einer Lösung in der zeitlichen Reihenfolge.
Diese Folge erfüllt ebenfalls eine Rekursion, und qualitative Eigenschaften dieser Rekursion
hängen eng zusammen mit qualitativen Eigenschaften der zu untersuchenden Differential-
gleichung.
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