Stetigkeit der Nullstellen eines Polynoms

Es sei d eine positive ganze Zahl. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert fiir jedes
Polynom von Grad d eine Zerlegung in Linearfaktoren, die eindeutig ist bis auf die Reihenfolge
der Faktoren. Wir wollen zeigen, dafl diese Faktorisierung in irgendeinem Sinn stetig ist.

Es sei P; € C[X] die Menge aller Polynome von Grad d mit Leitkoeffizient 1. Jedes dieser
Polynom ist durch d Koeffizienten eindeutig festgelegt, deshalb kénnen wir Polynome mit deren
Koeffizientenvektoren identifizieren. Dadurch ist eine Metrik/Topologie auf P, definiert. Es sei
z : C? — P; die Funktion

(afla"'aad)'—> (X_al)"'(X_ad)'

Diese Funktion ist stetig, weil die Koeffizienten der rechten Seite als Polynome in aq,...,aq aus-
gedriickt werden konnen. Die Funktion z ist surjektiv, aber nicht injektiv. Es gibt leider auch
keine stetige Funktion n : Py — C? sodaBl z on = idp, gilt (aufler fiir d = 1). Wir miissen die
Stetigkeit der Nullstellen irgendwie anders formulieren.

Zunichst wird ein Lemma bendtigt.

Lemma 1. Wenn W C Py beschrinkt ist, dann ist auch =Y (W) C C? beschrinkt.

Beweis. Es sei ¢ := X%+ b0, X% 1 + ... + by ein Polynom soda8 ein M > 0 existiert mit b; < hg
fir i = 1,...,d. Dann gilt fiir alle z € C mit |z| > M die Ungleichung |b;2?~%| < |2¢/d| fiir
i=1,...,d. Aus der Dreiecksungleichung folgt, dafl z keine Nullstelle von p sein kann.

Wenn W C P, beschrankt ist, dann lasst sich ein M finden, sodafl die Schranke oben fiir alle
Polynome in W gilt. Die Nullstellen liegen dann alle in einem Kreis mit Radius M und es folgt,

dass z=1(W) beschriinkt ist. O

Die “Stetigkeit der Nullstellen” in Abhéngigkeit der Koeffizienten wollen wir so verstehen: wenn
die Koeflizienten eines Polynoms geringfiigig gedndert werden, verschieben sich die Nullstellen auch

nur wenig. Fiir ein n-tupel (a1, ...,aq) € C% und fiir jedes € > 0 soll ein § > 0 existieren, sodass
jedes Polynom pg, das sich vom Polynom pg := (X —ay) - - - (X —aq) hochstens um ¢ unterscheidet,
Nullstellen hat, die in ein einer e-Umgebung von (ay,...,aq) liegen. Das ist equivalent zu:

Theorem 1. Die Abbildung z ist offen: das Bild jeder offenen Menge ist offen.

Beweis. Es sei U C C? offen. Es sei V die Menge aller Permutationen von Elementen in U. Es
sei p: N = (P;\ 2(V)) eine Folge im Kompliment von z(V), die in Py konvergent ist. Es sei
n : N — C? eine Folge von Urbildern: fiir jedes i € N wihlen wir n(i) € z~'(p(i)). Da p eine
konvergente Folge ist, ist p beschrinkt. Aus Lemma 1 folgt, dal n beschrankt ist. Daher besitzt n
eine konvergente Teilfolge n’ : N — C?. Es sei p’ : N — Py die entsprechende Teilfolge von p (d.h.
p'(i) = z(n'(2)) fir alle 7). Die Menge V ist offen als Vereinigung (endlich vieler) offener Mengen.
Das Komplement von V ist daher abgeschlossen. Also ist lim;_,o n'(¢) im Komplement von V.
Es folgt

lim p(i) = lim p'(i) = lim 2(n'(i)) = 2 (limieen’ (7)) € 2(CT\ V) = P4\ 2(V).

i—00 i—00 i—00

Also ist P?\ z(V) abgeschlossen und daher ist z(U) = z(V) offen.



