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Diese Notizen sind Teil der Vorlesung “Gewohnliche Differentialgleichungen und Dynamische Sys-
teme” an der JKU Linz, WS 2017/18. Sie behandeln die Hamiltonsche Mechanik.

1 Voriibung: Volums-erhaltende Vektorfelder in der Ebene

Wie lassen sich Bewegungen von Koérpern erkldren bzw. mathematisch beschreiben? In den drei
Newtonschen Axiomen

e cin Korper, auf den keine dufleren Krifte einwirken, verharrt in Ruhe oder in gleichférmiger
Bewegung;

e Kraft ist Masse mal Beschleunigung;
e zu jeder Kraft gibt es eine Gegenkraft

wird festgestellt, dafl es keinen Sinn hat, eine Erklarung fiir die Geschwindigkeit (1.Ableitung)
von Korpern zu suchen. Dagegen unterliegt die Beschleunigung (2.Ableitung) Gesetzen, die einer
mathematischen Beschreibung zuganglich sind.

Beispiel 1.1. Angenommen, ein Teilchen mit Masse 1 bewegt sich in der Ebene unter der Ein-
wirkung einer Kraft, deren Grosse 1 durch das Quadrat des Abstands zum Nullpunkt ist und die
in Richtung des Nullpunkts zeigt. In Polarkoordinaten (r, ) gilt fiir die zeitabhéngige Position
P:R — (R*\ {(0,0)}) und die ersten beiden Ableitungen

_ [cosog , _ ,[cosop , [ —sinog
P_T<sino¢>’P - (sinogb) +ré ( cos o¢ )7

n [ cosog , [ —sinog u—sinog\ 5 (cosod
Pr=r (sin0¢)+2r¢<cosogb)+r¢ (cosqu) ré (sin0¢)'

Nach dem zweiten Newtonschon Axiom ist P” = —T%(zf’ns si’) Die beiden Vektoren (Zﬁfzi) und
(;;‘:ch) sind zu jeder Zeit linear unabhéngig, daher gilt

1
r//_r¢/2+r72:0’ 27’/¢,—|—T¢H=0.

Aus der zweiten Gleichung folgt (r2¢') = 2rr'¢/ + r2¢” = 0, also 7?¢/ = ¢; fiir eine Konstante
c1 € R: das zweite Kepler-sche Gesetz. Wir verwenden das, um aus der ersten Gleichung ¢’ zu

eliminieren: X
2 1 1
C1 " 1
O:r”—r(—) + 5 =7"- =+ 5.
r2 r2 32



Anstatt diese Differentialgleichung fiir r zu 16sen, wollen wir “nur” das erste Keplersche Gesetz
beweisen: die Bahnen sind Kegelschnitte mit Brennpunkt im Nullpunkt. Die Gleichung in Po-
larkoordinaten (p, ) fiir die Kegelschnitte ist

1

p(¥) = ma

und der Nenner erfiillt eine einfache Differentialgleichung. Wir nehmen an, daf§ ¢; # 0 ist. Dann
ist ¢ lokal invertierbar. Es sei f := 1o¢™! dh. r(t) = i q}(t)). Wegen r2¢/ = ¢; gilt ¢/(t) =
c1f(o(t))?, und es folgt
f(9(t)d' (¢
vty = ~LODITD _ o, o)), 27(6) = —er (606 (1) =~ (0(0) F(010)"

(f(o(1))
Nach dem Einsetzen der Ausdriicke fiir (¢),7/(¢), " (t) kommt ¢ nur mehr als Argument von ¢
vor. Es ergibt sich folgende Differentialgleichung fiir f:

0=—cf"f =P+ = (=cdf —af+1).

Der Wert von f kann nie 0 sein, also ist f”/ + f — = = 0. Diese Gleichung kénnen alle hier leicht

C1 -
losen, die allgemeine Losung ist

f@=QM@+%m@+$

damit ist das erste Keplersche Gesetz hergeleitet.

Die Newton-Mechanik ist nicht gut geeignet zur Beschreibung von eingeschrankten Bewegungem,
bei denen sich die Kérper nur auf bestimmten Teilmengen bewegen kénnen (Pendel etc).

In der Hamilton-Mechanik ist der Phasenraum eines oder mehrerer Teilchen immer von gerad-
zahliger Dimension: zu jeder Ortskoordinate gibt es eine Geschwindigkeitskoordinate. Die Bewe-
gung wird dann beschrieben durch ein Vektorfeld auf dem Phasenraum, d.h. eine Differential-
gleichung erster Ordnung. (Allgemein haben wir gesehen, dass Systeme von beliebiger Ordung
auf Systeme erster Ordnung zuriickgefiihrt werden kénnen mit Hilfe der Verwendung zuséatzlicher
Variablen.)

Das neue Element in der Hamilton-Mechanik (in Relation zu den Newton-schen Axiomen) ist die
fundamentale Bedeutung von Erhaltungsgrofien. Darunter versteht man Funktionen vom Phasen-
raum in die reellen Zahlen, die entlang jeder Bahn konstant sind, oder equivalent dazu: deren
vektorielle Ableitung identisch Null ist.

Bemerkung 1.1. Viele Besonderheiten von dynamischen Systemen sind unvertraglich mit der Ex-
istenz von Erhaltungsgréfien: in der Nahe von Quellen, Senken, oder asymptotisch stabilen Zyklen
muf} jede Erhaltungsgrofie notwendigerweise lokal konstant sein (und damit uninteressant). Die
erwahnten Besonderheiten sind sogar strukturell stabil — das heifit, sie bleiben erhalten wenn das
Vektorfeld geringfiigig gestort wird; trotzdem treten sie in der Hamilton-Mechanik niemals auf, wie
wir noch sehen werden. Dafiir werden andere Besonderheiten dynamischer Systeme, namlich Zen-
tren und homokline Orbits, die durch kleine Stérungen verloren gehen, in der Hamilton-Mechanik
strukturell stabil.

Der Apparat ist nicht gerade leicht zugénglich, drum wird in diesem Abschnitt ein Spezialfall
diskutiert, der weniger an Voraussetzunen benétigt, ndmlich Volums-erhaltende Vektorfelder in
der Ebene.

Im folgenden sei U C R? offen und F : U — R?, (z,y) — (Fi(z,y), Fa(z,y)) ein stetig differenzer-
bares Vektorfeld.

Definition 1.2. Die Divergenz von F' isi definiert als die Funktion
0F, 0F,

. . 2 v i’}
div(F): U — R*, (v,y) o (z,y) + 9y (z,y).



Definition 1.3. Essei ¢ : D C R x U — U der Flufl von F. Das Vektorfeld F' heift volumser-
haltend wenn fiir alle mefibaren Teilmengen K C U und fiir alle ty € R sodafl [0,] x K € D gilt,
daB K und ¢(to, K) = {¢(to,x) | x € K} das gleiche Volumen haben.

Der folgende Satz wird spéter bewiesen (mit starken Hilfsmitteln, von denen wir die meisten ohne
Beweis diskutieren werden).

Satz 1.2. F' ist genau dann volumenserhaltend wenn div(F') = 0 ist.

Beispiel 1.3. Die Divergenz des linearen Vektorfelds
(z,y) — (ax 4+ by, cx + dy), a,b,c,d €R

ist gleich der Konstante a + d. Die Eigenwerte der Jacobi-matrix sind dann ++/ad — bc. Egal
ob sie reell oder komplex sind, sie konnen nicht beide positiven oder beide negativen Realteil
haben. Wir sehen, daf es (zumindest im linearen Fall) keine hyperbolischen Quellen oder Senken
geben kann. Sattelpunkte treten auf und sind strukturell stabil. Der zweite Fall, der unter kleinen
Storungen der Matrix — unter Beibehaltung der Bedingung a + d = 0 auftritt, ist der Fall von
zwei konjugiert komplexen Eigenwerten auf der imagindren Achse. Hier ist der Nullpunkt ein
so genanntes Zentrum: ein stabiler, aber nicht asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkte, der
umgeben ist von lauter Zyklen.

Wir werden gleich sehen, dafl dieses qualitative Verhalten auch fiir nichtlineare volunserhaltende
Vektorfelder in der Ebene typisch ist.

Satz 1.4. Es sei F : U — R? wvolumserhaltend. Dann existiert eine nicht konstante stetig dif-
ferenzierbare Funktion H : U — R?, sodafl O (H) = 0 ist.
Bewetis. Wir setzen an

Y

H(z,y) = /Ow Fg(u,O)dqu/O( Fy(z,v)dv.

Dann gilt fiir alle (z,y) € U

OH Y OF)
%(.’E,y)z—FQ(l‘,O)‘F -

Y OF,
R — = —F — —_— =
i (z,v)dv 5(z,0) oy (x,v)dv

—Fy(2,0) = (Fa(z,y) — Fa(2,0)) = —Fa(z,y),
0H

aiy(x’y) = Fl(xvy)

und daher
8F(H)(l‘,y) = —Fg(x,y)Fl(x,y) + Fl(xay)F2(x7y) =0.

Wir merken uns aus dem Beweis, dass das Vektorfeld F' aus H zuriickgewonnen werden kann:

xT

Fe) = (G @ -G ).

Die Losungen von F' bewegen sich auf den Niveau-Linien von H. Wenn pg ein lokales Maximum
oder Minimum ist, dann sind die Niveau-Linien in einer kleinen Umgebung geschlossene Kurven,
und wir erhalten Zyklen. Wenn man eine Funktion mit zwei lokalen Maxima hat, dann liegt
dazwischen ein Sattelpunkte, und die Niveau-Linie in der Hohe des Sattelpunktes besteht aus einer
8-Schleife mit Kreuzungspunkt im Sattelpunkt. Die beiden Schleifen sind homokline Orbits. Wenn
die Funktion H geringfiigig gestort wird, bleibt das qualitative Verhalten gleich: wir bekommen
immer noch einen Sattelpunkt mit zwei homoklinen Orbits.



Das gleiche Verhalten zeigt auch ein schwingendes Pendel. Der Phasenraum ist zweidimensional,
parametrisiert durch die Auslenkung und die Geschwindigkeit. Es gibt zwei Gleichgewichtspunkte,
beide mit Geschwindigkeit 0. Der Pendeltiefpunkt ist ein stabiles Zentrum, kleine Abweichungen
geben kleine und langsame Schwingungen. Der Pendelhochpunkt ist ein Sattelpunkt. Das Gle-
ichgewicht ist instabil, und die Bahnen in der Ndhe schwingen zum Tiefpunkt und wieder zurick.
Es gibt genau zwei Bahnen, die im Grenzwert genau den Sattelpunkt erreichen, ndmlich wenn das
Energieniveau genau dazu reichen wiirde, bei Geschwindigkeit Null den Hochpunkt zu erreichen.

I"Jbung 1.4. Es sei F : U — R? ein Vektorfeld mit einem asymptotisch stabilen Zykel Z. Man
zeige, daf} jede Erhaltungsgrofie g : U — R lokal in einer Umgebung von Z konstant ist.

2 Differentialformen

In der Voriibung haben wir gesehen, wie man fiir eine gegebene Funktion H : U — R ein Vektorfeld
konstruiert, fiir welches H eine Erhaltungsgrofie ist. Und zwar im Fall n = 2. Wie 1af3t sich diese
Konstruktion fiir beliebige gerade Zahlen verallgemeinern?

Bemerkung 2.1. Eine allgemeine Konstruktion eines Vektorfelds aus einer Funktion ist der Gra-
dient. Dieses Feld erfiillt aber leider gerade nicht die gewiinschte Eigenschaft: die Vektorableitung
entlang des Gradienten ist immer positiv auler bei Equilibrien.

Zur Verallgemeinerung bendtigen wir ein neues Konzept, das der Differentialformen. Dazu mufl n
nicht unbedingt gerade sein.

Definition 2.2. Es sei U C R" offen, k € N, 0 < k < n. Eine Differentialform k-ter Ordung oder

k-Form ist eine stetig differenzierbare Abbildung U — R(V).

Wir schreiben die Komponenten einer k-form als Koeffizienten von symbolischen Ausdriicken der
Form dxq A--- Adxy, wobei x1, ...,z Variablen sind und die Verkniipfung A antikommutativ ist,
also dx A dy = —dy A dx erfiillt fiir beliebige Variablen x,y. Daher ist auch dx A dz = 0 und die
Anzahl der Koeffizientenfunktionen einer k-Form ist (2)

Die Menge aller k-Formen auf U wird mit Q¥(U) bezeichnet.

Beispiel 2.1. Es sei U = R%. Alle 1-Formen die Gestalt f(x,y)dx + g(x,y)dy. Alle 2-Formen
haben die Gestalt h(x,y)dx A dy.

Differentialformen sind dazu erfunden worden, integriert zu werden. Fiir die 1-Form f(z,y)dz +
g(z,y)dy im Beispiel oben und fiir jede Kurve C': [0,1] — R?, ¢+ (X (¢), Y (t)) ist das Kurvenin-
tegral definiert als

/Cf(fﬂvy)d“g(w)dy:/o f(X(t)7Y(t))‘”§t(”dt+/o g(X(t),Y(t))%it)dt.

Der Wert des Kurvenintegrals bleibt unverdndert, wenn man die Kurve umparametrisiert.

Ubung 2.3. Es sei  die 1-Form ydz — zdy in Q'(R2). Man berechne Jon fir die Kurve C :
[0,1] — R2, t > (t2,t°), wobei a,b > 0 Parameter sind.

Die positiven n-Formen (von maximaler Ordnung) nennt man auch Volumsformen. Wenn 7 eine
Volumsform ist, dann ist die Zuordnung K + | N ein Volumsmaf. Die Integrale von 2-Formen
sind definiert auf Flachenstiicken mit Orientierung. Solche Flachenintegrale werden zum Beispiel
dazu verwendet, um zu berechnen, welche Fliissigkeitsmenge in eine gegebenen Zeit durch eine
gegebene Querschnittsflache fliefit.

Eine triviale Variante des Integrals hat man bei den 0-Formen, das heiit Funktionen nach R. Das
Integral ist fiir Punkte definiert, und es ist einfach die Auswertung beim Punkt.



Bemerkung 2.4. Vektorfelder auf U und 1-Formen auf U haben die gleiche “Implementierung”,
beide sind stetig diffenzierbare Funktionen U — R”™. Trotzdem will man die zwei Dinge unterschei-
den (indem man zu jeder Funktion dazusagt, ob das jetzt ein Vektorfeld oder eine 1-Form ist). Die
Unterscheidung ist sinnvoll/notwendig, weil Vektorfelder und 1-Formen verschiedene Operationen
erlauben und verschiedene Eigenschaften haben.

e Vektorfelder bestimmen einen Flufl und eine Differentialgleichung, 1-Formen nicht.

e Fin Vektorfeld ordnet jeder differenzierbaren Funktion U — R eine andere Funktion zu,
namlich die vektorielle Ableitung. 1-Formen hingegen orden jeder differenzierbaren Kurve
[0,1] — R eine Zahl zu, das Kurvenintegral.

o Vektorfelder und 1-Formen verhalten sich anders unter Koordinatentransformationen.

Tatséchlich sind 1-Formen oder iiberhaupt k-Formen leichter zu tranbformleren als Vektorfelder:
man setzt ein, ersetzt df (z1, ..., z,) durch die Gradientenform 8—d:171 +- 4 d £ dx,, und beachte
beim Ausmultlphzleren des Hackprodukts die Antikommutativitit (fiir 1- Formen ist nicht einmal
das notwendig). Zum Beispiel ist die Transformation der Volumsform dx A dy in Polarkoordinaten

d(rcos @) Ad(rsind) = (cos ¢ dr — rsin¢g do) A (sin ¢ dr + rcos ¢ do) =
cos ¢sin ¢ dr A dr 4 r(cos ¢)2dr A d¢ — r(sin ¢)2dp A dr — r? cos psin ¢ dp A dp =
r((cos §)? + (sin¢)?) dr Adp = r dr A de.

Sie erinnern sich an Ubungszettel 7 und 9: um Vektorfelder zu transformieren, muf man nach
dem Einsetzen und Umformen auch noch ein Gleichungssystem losen (oder eine Jacobi-Matrix
invertieren).

Differentialformen kann man nicht nur beziiglich Korrdinatentransformationen (Isomorphismen)
transformieren: das Einsetzen und Ausmultiplizieren geht genauso wenn man nur eine Abbil-
dung f : U — V hat; U und V miissen dabei nicht einmal die selbe Dimension haben. Die
Riicktransformation von n € QF(V) nach f ergibt eine k-Form f*n € QF(U) (oder 0 wenn
k> dimU ist). In jedem Fall gilt die allgemeine Substitutionsformel

/f(K)n/Kf*n

fiir k-dimensionale Flachenstiicke in V. Zur Berechnung eines Integrals einer k-form auf einer
k-dimensionalen Fliche kann man eine Parametrisierung p : U — K mit U C R nehmen und
dann die riicktransformierte k-Form auf U integrieren.

Ubung 2.5. Man berechne das Kurvenintegral von Ubung 2.3 durch Riicktransformation der
1-Form ydx — zdy entlang der Parametrisierung C : [0, 1] — R2, ¢ ~— (t¢,t%).

Definition 2.6. Die dufere Ableitung d : Q*(U) — QFFL(U) ist definiert durch die folgenden
Rechenregeln:

o df = Shduy + -+ 2L dx, fiir f € QO(U);

o d(f dxy N+ - ANdag) =df ANdzy A+ ANdxy,

o d(n +mn2) = dm + dnp.
Eine Differentialform 7 € QF(U) heiit geschlossen, wenn dn = 0 ist.

Zweimalige duflere Ableitung gibt immer 0. Daher is jede Differentialform der Form dv geschlossen.
Fiir U = R™ oder die fir das Kugelinnere U = {z | z < €} gilt auch die Umkehrung: jede
geschlossene Form kann also Ableitung geschrieben werden.

Wie man aus der Definition sieht, ist der Gradient einer Funktion kein Vektorfeld, sondern eine
1-Form. Oder besser gesagt, es macht mehr Sinn, den Gradient als 1-Form zu verstehen. Die
folgende Ubung soll das verdeutlichen.



Ubung 2.7. Das lineare Vektorfeld (x,y) — (a1 + byy, asx + bay) ist ein Gradientenfeld, wenn
as = by ist. Man zeige, daf} eine lineare Koordinatentransformation enes linearen Gradientenfeldes
nicht immer ein Gradientenfeld ist.

Wann ist eine 1-Form (a12 + b1y)dx + (asx + bay)dy geschlossen? Man zeige, dafl jede lineare
Koordinatentransformation einer geschlossenen linearen 1-Form wieder geschlossen ist.

Neben dem Gradient lassen sich auch die Operatoren div und curl als Spezialfialle der &ufleren
Ableitung interpretieren.

e Essei F:(x1,...,2n) = (Fi(z1,...,2n),..., Fn(z1,...,2,)) ein Vektorfeld. Wir schreiben
das Vektorfeld rein formal um als (n — 1)-Form n := Fj(z1,...,z,)dxs A -+ A dxy, —
Fy(xy,...,xp)dey A - Adxy — -+ + Fy(x1,...,x)dxy A -+ A dep—y. Dann ist dyp =
div(F)dzy A -+ A dzy,.

e Die #uflere Ableitung der 1-Form 7 := Fydz; + Fodws + Fidrs in Q(R?) ist die 2-Form

_ (0Fy, 0P 0F3 OF, O0F;, OF3
dn = (8:161 - &Tg) dxy N dxo + (6:62 — 8&03) dxo A dxs + (8963 — 55101) drs N drq.

Man vergleiche mit der Formel fiir die Rotation (curl) eines Vektorfelds im R3.

Der néchste Satz (allgemeine Stokes’sche Integralformel) wird in dieser Vorlesung nicht verwendet,
ich mochte ihn aber trotzdem (ohne Beweis) erwéhnen, weil es eben der wichtigste Satz iiber die
duBere Ableitung ist.

Satz 2.2. Es sein € QF und K ein k + 1-dimensionales Flichenstiick mit Rand OK. Dann gilt

/ n:/ dn.
oK K

e k = 1: Das Kurvenintegral des Gradienten von f ist die Differenz der Auswertung der
Funktion an den Endpunkten der Kurve.

Hier die wichtigsten Spezialfille.

e k= 2,n =3 (GauBlscher Integralsatz): das Integral der Divergenz von F' iiber eines dreidi-
mensionalen Bereich K ist das Oberflachenintegral von F' entlang des Randes.

e k= 1,n =3 (Satz von Stokes): das Kurvenintegral eines Vektorfelds entlang einer geschlosse-
nen Kurve ist gleich dem Flachenintegral der Rotation iiber ein einem Flachenstiick, das von
dieser Kurve begrenzt wird.

Definition 2.8. Fiir k-Formen n € Q*(U) und Vektorfelder F : U — R™ ist die Verkiirzung ir(n)
definiert als eine k — 1-Form durch folgende Rechenregeln.

[ ] Z’(F1,<..,Fn)(dxi1/\' . /\dl‘zk) = Fild{Eh/\' . '/\dl’ik 7F1‘2d$1'1/\' . /\dsclk+ . :l:szdl’“/\ . '/\dl‘ik71 .

o ip(fm+mn) = fip(m)+ir(ne) fur alle f : U — R, das heiit die Verkiirzung ist linear iiber
dem Ring der Funktionen.

Um die Verkiirzung zu berechnen, mufl man nichts ableiten, nur multiplizieren und addieren.

Ubung 2.9. Die Verkiirzung einer Differentialform verhélt sich gutartig bei Koordinatentrans-
formationen: Es sei F': U — R” ein Vektorfeld. Es sei 7 : V' — U ein Isomorphismus. Es sei und
F :V — R" das transformierte Vektorfeld. Es sei n € QF(U). Dann ist i z(7*(n)) = 7*(ir(n)).
Man zeige dies fiir den Falln =1 und k = 1.

Wir haben bereist die vektorielle Ableitung einer Funktion besprochen. Auch fiir Differentialfor-
men ist die vektorielle Ableitung definiert.



Definition 2.10. Es sei F': U — R" ein Vektorfeld mit Flul ¢ : (D C R x U) — U. Fir jede
k-Form 7 ist die vektorielle Ableitung definiert durch

Or () =t V1

t—0
wobei ¢¢(z) := ¢(t, x) ist.
Proposition 2.3. Fir Vektorfelder F : U — R™ und k-Formen n gilt die Formel

Or(n) = d(ir(n)) + ir(dn).
["Jbung 2.11. Man zeige, dafl die Formel fiir 0-Formen stimmt.

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 1.2 nachtragen: ein Vektorfeld F' : U — R"™ ist volum-
serhaltend, wenn die vektorielle Ableitung der konstanten Volumsform verschwindet: Op(dzi A
-+ Adz,) = 0. Nach Proposition 2.3 ist das equivalent zu d(ip(dzy A --- A dxy,)) = 0 (der
zweite Summand in der Formel verschwindet, weil die &ulere Ableitung einer k-Form 0 ist). Wenn
F = (F,...,F,) ist, dann ist

iF(dIl/\"~/\d$n):Fldl‘g/\“'/\dl‘n—ngl‘l/\'“/\dl‘n—"'iFnd.Tl/\"'/\dl‘n_l
und daher
OF; OF,,
d(ip(dzy A+ Ndxy,)) = it dzy A -+ Ndzy, = div(EF)dzy A -+ Adzy;
0x oz,

und diese Form ist genau dann 0 wenn div(F') = 0 ist.

3 Hamilton-Mechanik

Zur Erinnerung: die Hamilton-Mechanik beruht auf Erhaltungsgrofien. Im 2-dimensionalen Fall
ist es gelungen, zu einer gegebenen Funktion nach R ein Vektorfeld zu konstruieren, sodafl die
die vektorielle Ableitung der Funktion verschwindet. Wir haben dazu das Konzept des Vol-
umens verwendet, welches durch eine Volumsform bestimmt ist. Im Riickblick mit der Brille
der Differentialformen kann man sagen, dafl wir aus jedem h : U — R zuerst das Differential
dH = %—{de + %—Zdy € QY(U) genommen haben und dann das Vektorfeld H so bestimmt haben,
dafl iy (dz A dy) = dh gilt. Daraus folgt dann

8H(h) = ’LH(dh) + d(ZH(h)) = iH(iH(dx A dy)) = O,
wenn man berticksichtigt, dafl i o iy = 0 ist.

Ubung 3.1. Man zeige, dass fiir alle Vektorfelder F,G und fiir jede k-Form 7 gilt: ir(iq(n)) =
—ig(ir(n)). Daraus folgt ip(ip(n)) = 0.

Ein nochmaliger Blick sagt uns, dafi die Rechnung fiir beliebige Dimension aufgehen sollte, nur
mufl man statt der Volumsform eine 2-Form nehmen. Statt der Positivitat fordern wir die folgende
Eigenschaft.

Definition 3.2. Eine 2-Form w € Q2(U) heifit symplektisch, wenn sie geschlossen ist und wenn
die Abbildung i : Vect(U) — QY(U), F — ip(w) bijektiv ist. Dabei ist Vect(U) die Menge aller
Vektorfelder auf U.

Es sei w = }7,_;wijdz; A drj. Dann ist die Abbildung F' — ip(w) genau dann bijektiv wenn

fiir alle p € U die schiefsymmetrische Matrix M, := (w;;(p));; invertierbar ist; dabei setzen wir
wij = —wj; fiir j > i. Die Koeffizienten der Form ¢, (F ) sind ndmlich genau die Koordinaten von
—M,,(F).



In der Hamilton-Mechanik ist der Phasenraum eine offene Menge U C R”™ mit einer symplektischen
Form w. Die zeitliche Entwicklung wird durch eine Vektorfeld der Form i~%(dh) beschrieben. Die
Erhaltungsgrofie h heiBt Hamilton- Funktion, und das dazugehorige Vektorfeld H := i~“(dh) heifit
Hamilton-Vektorfeld. i~ ist eine Abkiirzung fiir (i)~

Was ist aus der Newton-schen Forderung, dafl n gerade sein muf};, geworden?

Proposition 3.1. Schiefsymmetrische invertierbare Matrizen (und daher symplektische Formen)
existieren nur in gerader Dimension.

Beweis. Wenn S eine schiefsymmetrische n x n-Matrix ist, dann ist det(S) = det(—ST) =
(=1)™ det(S). Fiir ungerade n folgt det(S) = 0. O

Bemerkung 3.3. Was ist der Sinn der Forderung, dafl w geschlossen sein muf3? Es sei h eine
Hamilton-Funktion mit Hamilton-Vektorfeld H. Dann ist

O (w) = igr(dw) + d(ig (W) = iy (dw) + d(dh)) = iz (dw).

Wenn w geschlossen ist, dann folgt O (w) = 0, und das ist schon wiinschenswert (und zwar fiir
jedes Hamilton-Vektorfeld H). Wére dem nicht so, dann wiirde der Fluf die symplektische Form
verdndern.

Beispiel 3.2 (Standard-Form). Es sei n = 2m. Wir bezeichnen die Koordinaten des R™ mit
Ply--yPmsqly-- -5 Qm. Dann ist

w= Z dp; N dg;
i=1
. . . s . 0 —I,
symplektisch. Die Matrix M, ist die Blockmatrix I 0
invertierbare Matrix, die es man sich vorstellen kann). Fiir die Hamilton-Funktion h : R — R
erhalten wir das Hamilton-Vektorfeld

oy (Oh P _oh oh
C\oq T 9gm O Opm )

> (die einfachste schiefsymmetrische

Beispiel 3.3 (Teilchen in Potentialfeld). Wir betrachten ein Teilchen mit Masse 1 in R?, das sich in
einem Kraftfeld bewegt. Die Kraft ist minus der Gradient einer Potentialfunktion v : R? — R. Wir
bezeichnen die Ortskoordinaten mit g1, g2, g3 und die Geschwindigkeitskoordinaten mit py, ps, ps3.
Die symplektische Form ist die Standard-Form. Die potentielle Energie ist u(q1, g2, ¢3) und die
kinetische Energie ist %(p% + p3 + p3). Die Hamilton-Funktion ist die Gesamtenergie

1
h(ph .. 'aq3) = §(p% +p§ +p§) + U(CI17(Z2»Q3)~

Die Bewegungsgleichungen sind

,__5'h__3u ,_8h_
Pi= "0 T Tog U op

pi,i=1,...3.

Wenn man die Geschwindigkeitsfunktionen in der zweiten Gleichung in die erste Gleichung einsetzt,
ergeben sich die Newton-schen Bewegungsgleichungen ¢’ = ,%7 i=1,...,3.

Bei der Untersuchung von struktureller Stabilitdt von Hamilton-Systemen nimmt man an, dafl
die symplektische Form die Standard-Form ist, und stért nur die Hamilton-Funktion und nicht
die symplektische Form (so wie wir es auch schon im 2-dimensionalen Fall gemacht haben). Die
Rechtfertigung fiir ein solches Vorgehen ist der folgende Satz.



Satz 3.4 (Darboux). Fir jede symplektische Form und fir jeden Punkt xq € U existiert eine
Umgebung V' von xy und eine lokale Koordinaten-Transformation W — V| die die gegebene Form
in die Standard-Form transformiert. transformiert.

Zusatz: Wenn zusdtzlich ein Hamilton-Funktion h : U — R gegeben ist, deren Gradient in x nicht
Null ist, dann kann man die Koordinatentransformation so wahlen, dafi h die erste Koordinaten-
funktion ist.

Bemerkung 3.4. Man reduziert also lokal auf den Fall w ist die Standardform und A = p;. Die
Bewegungsgleichungen lassen sich sofort 16sen: p1,...,pm, g2, ..., ¢m sind konstant, und ¢ (t) =
p1t + c. Man vergleiche mit dem ersten Newton-schen Gesetz.

Zum Beweis bendtigen wir ein letzte Definition, die Poisson-Klammer {,} : Q°(U) x Q°(U) —
Q°(U). Man kann sie auf mehrere Arten definieren. Es seien f,g : U — R, F = i~“(f),
G :=i7%(g). Dann ist

{f,9} = 0c(f) = —0r(9) = ir(ic(w)) = —ig(ir(w)).

Aus der Definition folgt, dafl sich die Wert einer Funktion entlang einer Bewegungsbahn wie seine
Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion dndert. Insbesondere gilt das fiir die Koordinaten-
funktionen p1, ..., gm:

p'/z = {pluh}7 q; = {Qi»h}7 1= 1)"'7m'
Diese Formulierung spielt eine Rolle in der Quantenmechanik.

Figenschaften der Poisson-Klammer. Es seien f,g,h: U — R, c € R.
Linearitat {f,cg+h}=c{f,g} +{f,h}

Antikommutativitit {f,g} = —{g, f}

Leibniz-Regel {f,gh} = g{f,h} + h{f, g}

Jacobi-Identitat {f,{g,h}}+ {g,{h, f}} + {1, {f,9}} =0

Vektorielle Ableitung Es sei F':=i~“(f),G :=i"%(9),[F,G] =i “({f, g}).
Dann ist 9r 0 0g — dg © O = Jjr,q

Standard-Darstellung Wenn w die Standard-Form ist, dannist {f, g} = >, (g({ 385 — g;‘ 865. )

Wenn {f, g} konstant ist, dann ist kommutieren die beiden Vektorfelder: O 0 dg = 0g 0 dp. Dann
kommutieren auch die beiden Flussabbildungen x — ¢ g (¢, z) und x — ¢ (s, x) fir alle s,t € R.

Beweis von Satz 3.4. . Induktion nach m. Fiir m = 1 nehmen wir eine beliebige stetig differen-
zierbare Funktion h : U — R, die bei xg nicht stationér ist (also H(zg) # 0). Es sei Y C U eine
Gerade durch xg, die H transversal schneidet. Wir definieren auf einer geeigneten Umgebung V'
von xg die Funktion f : V — R als “Ankunftszeit in Y”, also so dass ¢y (f(z),z) € Y gilt fiir
alle x € V. Dann ist 0y (f) = 1, und daher w = df A dh; in den Koordinaten (f,h) ist w die
Standard-Form.

Es sei m > 1. Wir wahlen wieder eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R, die bei z¢
nicht stationdr ist, und eine Hyperebene Y C U durch zg, die H := i~ (h) transversal schneidet.
Wir deinieren f wieder als “Ankunftszeit in Y”. Dann ist d(f) = 1. Die erste und die (m + 1)-
te Koordinatenfunktion haben wir dann schon. Auflerdem gilt, dass die Vektorfelder H und
F :=i7“(f) vertauschbar sind, weil {f, h} = 0 ist.

Wir wéahlen einen (n — 2)-dimensionalen Unterraum Z € U durch zg, der beide Vektorfelder
transversal schneidet. In einer Umgebung V von zy kann man jeden Punkt durch die Fliisse
F und H zu einem eindeutig bestimmten Punkt in Z steuern. Damit kann man eine stetig
differenzierbare Projektionsabbldung 7 : V' — Z definieren, sodal 7(z) = z fiir alle z € U ist.



Die Einschrankung w |z ist eine symplektische Form auf Z, die Einschrankung von geschlossenen
Formen ist ndmlich immer geschlossen. (Streng genommen miifiten wir auch noch zeigen, dass die
Matrix der eingeschrankten Form nicht-degeneriert sein, das ist aber nicht sehr iiberraschend und
wir sparen es uns.) Nach Induktionsvoraussetzung gibt Koordinatenfunktionen ua, ..., U, Vo, ..., Uy ¢
Z — R, sodass w [z= Y i, du; A dv; ist. Wir definieren die Koordinatenfunktionen

b1 = fa q1 ‘= h’a pi = ﬂ-*(u’i) =U; OT, q; = Tr*(”i) =v;om, Z:277m

Dann gilt {p;, f} = Or(p;) = 0 und {p;, h} = Ou(p; = 0, weil p; entlang den Fliissen von F und
H konstant ist; analog {g;, f} = {¢;,h} = 0. Auf dem Unterraum Z ist auch {p;,q;} = d;; fiir
i,j = 2,...,m. Die vektorielle Ableitung von {p;,q;} nach F ist aber nach der Jacobi-Identitét

gleich
und analog fiir die vektorielle Ableitung nach H. Daher ist {p;, ¢;} = 0 auf ganz V. Das bedeutet,

dass w im Koordinatensystem p, ..., ¢, die Standard-Form ist.
Der Zusatz folgt daraus, dal man am Beginn der Induktion /h beliebig wahlen kann, wenn nur der
Gradient bei zg nicht verschwindet. O

In der Literatur zur Hamilton-Mechanik findet man kaum Beispiele, bei denen die symplektische
Form nicht die Standard-Form ist. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass man das auch iibertreiben
kann.

Beispiel 3.5 (Magnetfeld). Wir betrachten ein elektrisch geladendes Teilchen mit Masse 1, das
sich in einem Magnetfeld M : (q1, q2,q3) = (M1(...), Ma(...), M3(...)) bewegt. Wir nehmen die
Geschwindigkeitskoordinaten vy, vs, v3 noch dazu und wollen dann auf die Bewegungsgleichungen

7' =0, (p) =M(@q) xp
kommen. Dazu wahlen wir die Form
w=p1 Aq1 +p2 A g2+ ps Ags — Mi(§)dge Adgs — Ma(q)dgs A dgn — M3(q)dg1 A dga,

d.h. die Standard-Form minus die Verkiirzung der 3-Form dg; A dgs A dg3 mit dem Vektorfeld M;
sowie die Hamilton-Funktion

- |
ME.D) = (5| D),
Die Inverse von (—M,,) ist dann die 6 x 6 Blockmatrix (IO _BI?’), wobei A die 3 x 3-Matrix
3

ist, fir die AT = M({ x ¥ ist. Das Hanilton-Vectorfeld H = i~“(h) definiert dann genau die
Bewegungsgleichungen oben.

Um die symplektische Form auf Standard-Form zu bringen, lassen wir die Ortskoordinaten un-
verandert und ersetzen die Geschwindigkeitskoordinaten v; durch Impulskoordinaten p; := v; +n;,
i =1,2,3. Wir setzen der Einfachheit halber M = (0,0,1). In den neuen Koordinaten ist

w=dpy Nd(p1 —n1) + dpa A d(p2 — ng2) + dps A d(ps — ng) —dg1 Adgz =

dp1 A dqy + dp2 A dgz + dps A dgs
—dqy N dgs — dny AN dgqy — dns A dgs — dng A dgs,

das heifit der Term in der letzte Zeile soll Null werden. Durch Draufschauen lassen sich zwei
Moglichkeiten erraten, nénlich (nq,ng,n3) = (0,—q1,0) oder (ny,n2,n3) = (¢2,0,0).

Der Summand 7 wird in der Literatur “magnetischer Impuls” genannt. Wie das Beispiel oben
zeigt, hangt dieser magnetische Impuls nicht nur vom Magnetfeld ab, sondern auch von der Art,
wir man auf Standard-Form transformieren will. Wenn man sich allerdings damit abfindet, dass
die symplektische Form eben manchmal auch anders sein kann, braucht man den magnetischen
Impuls gar nicht.
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Ein Vorlesungsteilnehmer stellte die sehr berechtigte Frage: Woher kommt die symplektische
Struktur? Wie berechnet man sie? Hier ein Versuch, die erste Frage zu beantworten (auf Fragen
nach dem Wesen von Dingen gibt es oft keine eindeutige Antwort): Die symplektische Struktur ist
einfach ein naturgegebener Teil des Phasenraums, an den wir nicht so gewohnt sind. Wir sind schon
eher gewohnt an die Struktur des Volumens, der ja auch durch eine Differentialform beschrieben
wird. Zur zweiten Frage, wie man sie berechnet: die symplektische Struktur bestimmt: man
will auf jeden Fall haben, dass das Vektorfeld P, das den Ort linear in eine bestimmte Richtung
verschiebt und den Impuls unveréndert lasst, zur Impuls-Funktion in die diese Richtung gehort.
Dadurch sind schon 3/4 der Eintrége von M, eindeutig festgelegt. Es bleibt noch die Bestimmung
des restlichen Viertels, das von einem Magnetfeld abhéngen kann; im Beispiel oben wurde diese
Viertel so gewahlt, dass die Ablenkung der Geschwindigkeit in durch das Magnetfeld einflieit. Am
logischsten wére es, das restliche Viertel auch noch aus Symmetrien herzuleiten.

4 Der geodatische Fluss

Die Bewegung eines Teilchens mit Masse 1 in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit im Raum (was
immer das ist, z.B. eine Fliche im R?) erfolgt nach den Gesetzen der Hamilton-Mechanik auf
“geodatischen Kurven”, das heiflt solche, die die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
sind, die nahe genug zueinander sind. Auf der Kugel sind die geodatischen Kurven genau die
Groflkreise. Die geodéatischen Kurven auf Ellipsoiden lassen sicn nur numerisch berechnen und
zeigen chaotisches Verhalten. Ein degenerierter Fall tritt auf, wenn man das Ellipsoid immer
flacher macht, sodass man im Grenzwert eine Flache bekommt, die aus zwei zusammengeklebten
Inneren von der gleichen Ellipse besteht. Im Grenzfall sind die geodatischen Kurven Geraden im
Innern der Ellipse, die, sobald sie en Rand erreichen, an der Tangente gespiegelt werden, sodass
sie wieder ins Innere weitergehen, aber auf der Riickseite. Mit anderen Worten, es ist die Bahn
einer Billardkugel auf einem Tisch, der die Form einer Ellipse hat. Auch diese stiickweise geraden
Linien zeigen chaotisches Verhalten.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fiir diese geodatische Bewegung aufstellen. Es seien
m < M zwei natiirliche Zahlen, U C R™ offen, und « : U — RM eine differenzierbare Abbildung,
deren Jacobi-Matrix Rang m in jedem Punkt hat. Dann (und nur dann) ist das Bild «(U)
eine m-dimensional “Mannigfaltigkeit” im R™. Wir bezeichnen die Koordinaten in U mit ¢ =
(g1,--.,qm). Der Geschwindigkeitsvektor im Parameter-Raum U ist ¢'. Fiir die kinetische Energie
ist die Geschwindigkeit im R™ interessant: Sie ist J(§)7 ', wobei J(¢) die Jacobi-Matrix von «a
sei; eine m x M-Matrix von Rang m. Nach Newton sind die Geschwindigkeiten Teil des Systems,
wir flihren also zusétzliche Koordinatenfunktionen ¢z, . .., g;, ein, sodafl die Geschwindigkeit dem
Vektor (j entspricht. Die Hamilton-Funktion ist die kinetische Energie

=

h= S U@F1 @0 = @) A@D,

wobei A(q) := J(§)T J(q) ist. Diese ist eine m x m-Matrix von Rang m, also invertierbar.

Bemerkung 4.1. In einer fritheren Version und auch in der Vorlesung habe ich die Funktionen
¢; : U — R einfach mit ¢ bezeichnet; fiir ein Teilchen mit Bahn ¢ — ¢;(¢) entsprechen sie auch den
Ableitungen der Ortsfunktionen in Abhéngigkeit von ¢. Damit verliert man aber das Recht, den
Strich als Differentialoperator von Funktionen von R irgendwohin zu gebrauchen, und das ist auch
nicht gut. Darum fiihren wir neue Funktionssymbole ein, die den Geschwindigkeiten entsprechen.
Noch einmal: die ¢; und ¢; sind Funktionen des Phasenraums, man stelle sie sich als messbare
Eigenschaften des Teilchens vor.

Bemerkung 4.2. Im folgenden werden wir die Ortskoordinaten ¢; durch Impulskoordinaten p;
ersetzen, also eine Koordnatentransformation durchfiihren. Durch die neuen Koordinaten wird
allerdings auch die Bedeutung der Notation fiir die partielle Ableitung gedndert. Die folgende
Ubung soll das verdeutlichen.
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Ubung 4.3. Es sei U C R2, f,u,v: U — R differenzierbars, wobei (u,v) ein Koordiatensystem
bilden (damit ist gemeint, die Funktion (x,y) — (u(z,y),v(z,y)) ist ein Isomorphimus). Man

berechne g—i : U — R in folgenden Fillen.

a) f(x7y) = 2? +y2,u(x,y) = $7’U($,y) =Y
b) f(x,y) =a° +y2,u(x,y) = x—i—y,v(m,y) =Y
c) f(z,y) = z,u(z,y) =2 +y* v(z,y) =y

Um die symplektische Standard-Form zu bekommen, definieren wir den Impuls als pi= (q"’)c; und
ersetzen die Geschwindigkeitskoordinaten durch Impulskoordinaten vermittels q = A(Q)~p. Es
ergibt sich

h(p,q) = *( Q7P| D)

und die Bewegungsgleichungen sind

oh 1

Gi :api:§< Hp | e) + 1< YQei | p) = (A™Y PP &) = (A~ (DD, (1)

-/

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist; sowie

. 1
P = % —2< pz Ipz>- (2)

Die Gleichung (1) ist natiirlich equivalent zu ¢ ~1(q)p, genau die Identitiit die wir zur Definition
des Impulses verwendet haben.

Beispiel 4.1 (Doppelpendel). Ein Teilchen A mit Masse 1 ist an einem Stab der Lange mit dem
Nullpunkt O in R? verbunden. Ein zweites Teilchen B, ebenfalls mit Masse 1, ist an einem Stab
der Lénge mit Teilchen A verbunden. Wir berechnen die Bewegungsgleichung als geodétischen
Fluss einer Fliche im R*.

Die Parameter ¢; und g2 seien die Winkel der Einheitsvektoren OA und AB. Die Punkt A in
der Ebene hat dann Koordinaten (cos(¢i),sin(g1)), und der Punkt B hat Koordinaten (cos(g1) +
cos(qz),sin(q1) + sin(gz)). Die Geschwindigkeiten sind fiir Punkt A gleich ¢} (—sin(¢1),cos(q1))
und fir B gleich ¢} (—sin(q1),cos(q1)) + ¢4(—sin(ga), cos(g2)). Die gesamte kinetische Energie
berechnet sich aus

it (i e () 1 (o)) +9)

= Q(ﬁ + ti% + 24142 cos(q1 — g2)-

Das entspricht der Lange des Geschwindigkeitsvektors der Parametrisierung

a:R? = R, (g1, q2) — (cos(qr),sin(q1), cos(q1) + cos(qz),sin(q1) + sin(ga)).

Fiir die symmetrische Matrix A und ihre Inverse haben wir

A— < 2 cos(q1 — QZ)> A1 1 < 1 —cos(q1 — Q2))
cos(q1 — q2) 1 ’ 2 —cos2(q; — q2) \—cos(q1 — q2) 2 '

Die Bewegungsgleichungen erhélt man durch Einsetzen in die Gleichungen (1) und (2).

Will man die Gleichungen eines Doppelpendels unter dem Einflu8 der Schwerkraft bzw. eines
Potentialfeldes untersuchen, dann muss man nur einen Term fiir die potentielle Energie zu h ad-
dieren. Das Doppelpendel unter dem Einfluss der Schwerkraft zeigt tibrigens chaotisches Verhalten:
siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum#/media/File:Trajektorie_eines_
Doppelpendels.gif.
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ﬂ'bung 4.4. Die drei Teilchen A, B, C haben Masse 1 und bewegen sich ohne Einfluss von &ufleren
Kréften. Teilchen A ist mit den beiden anderen Teilchen jeweils durch einen Stab der Lange 1 ver-
bunden. Man stelle die Bewegungsgleichung auf (geodétische Bewegung auf einer 4-dimensionalen
Mannigfaltigkeit im RS).

Der grofie Vorteil der Hamilton-Mechnik ist nicht unbedingt eine leichtere Losbarkeit der Be-
wegungsgleichungen (hier ist manchmal die direkte Newton-Methode einfacher), sondern dass es
erleichtert wird, Erhaltungsgréfien zu finden. Eine Erhaltungsgrofie fiir das Hamilton-Vektorfeld
H = i~%(h) ist eine Funktion f mit {f, h} = 0.

Im Beispiel 4.1 gilt offensichtlich h(p1,p2,q1,92) = h(p1,p2,q1 + t,qg2 + t), d.h. die Hamilton-
Funktion ist invariant unter dem Vektorfeld (0,0,1,1) = i~“(d(p; + p2)). Das bedeutet, dass die
Funktion p; +po eine Erhaltungsgrofie ist: der Gesamt-Drehimpuls. Zusammen mit der Hamilton-
Funktion hat man hier schon 2 unabhéangige Erhaltungsgrofien.

Definition 4.5. Es sei U C R?*™ und w € Q?(U) eine symplektische Form. Ein Hamilton-
Vektorfeld H = i7“(h) heiit vollstindig integrabel, wenn m Funktionen fi,..., f,, existieren,
sodafl

e die Gradienten dfy, ..., df,, linear unabhéngig sind;
e die Funktionen Erhaltungsgréfien sind, d.h. {f;,h} =0 fir i =1,...,m;
e die Poisson-Klammern {f;, f;} alle gleich 0 sind fiir ¢, j =1,...,m.

Lokal gibt es wegen dem Satz von Darboux (erweiterte Version) fiir jeden Punkt xz¢ mit H(zg) #
0 eine Umgebung, auf der h vollstindig integrabel ist. Im Fall m = 1 hat man vollstandige
Integrabilitat auf der offenen Menge aller Punkte, die keine Equilibrien sind (warum?).

Bemerkung 4.6. Wenn f : U — R eine Erhaltungsgrofie ist, dann ist auch f? eine Erhal-
tungsgrofe. Diese Erkenntnis bringt aber nichts fiir die Integrabilitit, weil der Gradient von f2
in jedem Punkt ein Vielfaches vom Gradient von f ist.

Ubung 4.7. Man zeige, daB die Hamilton-Funktion in Beispiel (4.1) vollstandig integrabel ist auf
der offenen Menge p? + p3 # 0.

Man kann zeigen, dafl es keine m + 1 Funktionen mit linear unabhangigen Gradienten geben kann,
deren Poisson-Klammer paarweise Null ist.

Sei H = i~%(h) eine vollstanig integrables Hamilton-Vektorfeld. In dieser Situation kann man
den Fluss topologisch recht gut beschreiben. Es sei ¢ : U — R™ die Abbildung (f1,..., fm). Da
die f; alle erhalten bleiben, bewegen sich die Fliisse in den Urbildern von Punkten von ¢ (auch
bezeichnet als “Fasern” von ¢). Man kann mit Methoden der Differentialgeometrie zeigen, dafl
diese Fasern immer Dimension m haben.

Es sei nun Y C U eine solche Faser und yo € Y. Es seien F} := i “(f1),..., Fm = i (fm)-
Dann ist die mehrdimensionale Fluss-Abbildung

PDCRm %K(tlvatm) _>¢F1(t17¢F2(t177¢Fm(tm;y0)))

lokal invertierbar, weil die Jacobi-Determinante eine Matrix ist, in deren Spalten die Vektorfelder
Fi, ..., F)y; stehen, und die sind linear unabhéngig. Es sei Z € D die Menge aller Punkte u, fir
die p(u) = yo ist. Aus der uns bekannten Eigenschaft des Flusses ¢(s, ¢(t,x)) = ¢(s + t,2) und
aus der Vertauschbarkeit der Flisse folgt, dass p(u1) = p(uz) < u1 —uz € Z gilt. Auflerdem ist
Z ein N-Modul: die Summe bzw. Differenz zweier Elemente in Z liegt wieder in Z. Das Bild, das
sich daraus ergibt, ist die Parametrisierung eines Zylinders oder Torus.

Die Fliisse von Fi, ..., F}, sind im Parameter-Raum D linear. Die Hamilton-Funktion h héngt nur
von den Werten von fi,..., f;, ab, also ist der Gradient eine Linearkombination der Gradienten
der f;, und der Fluss von H ist im Parameterraum ebenfalls linear. Die Bahnen in U sind dann
Bilder von Geraden unter den Torus- oder Zylinder-Parametrisierungen. Sie konnen periodisch
sein, aber auch dicht im Torus liegen.
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Beispiel 4.2. Wie wir im ndchsten Abschnitt sehen werden, wird das Pendel auf einer Kugel im
Schwerefeld durch ein vollstédndig integrables Vektorfeld beschrieben. Die Bahnen — Bilder von Ger-

aden im Torus, manchnal perodisch, aber meistens dicht mit einer gewissen RegelméBigkeit — kann

man sich gut vorstellen, wenn man einen schweren Gegenstand an einem diinnen Faden anbindet

und anstupst. Oder man sieht sich die Animation http://www.ialms.net/sim/3d-pendulum-simulation/
an (am besten Show trajectory aktivieren).

5 Der Drehimpuls

Wir betrachten ein Teilchen mit Masse 1, das sich in der Ebene R? in einem Potentialfeld be-
wegt; und zwar so, dass das Potential nur von der Entfernung vom Mittelpunlt abhangt. Wir
beschreiben die Bewegung in Polarkordinaten g¢,,qs. Die kinetische Energie berechnen wir wie
beim geodétischen Fluss. Die Jacobi-Matrix der Abbildung (gr,qs) — (gr cos(gg), g-sin(gg)) ist
J— (cos(q¢) —Tsin(qd,)).

sin(gy) 7 cos(gy)

=30 =36 G -G 1)) -

1 0
cA— T T
wobei A =J J—(O g

) ist. Um die Standard-Form zu erhalten, definieren wir die Impulsko-

ordinaten durch Multiplikation des Geschwindigkeitsvektors mit A: p, := ¢, und pg := qf%. Die
potentielle Energie ist u(g,). Die Hamilton-Funktion ist daher

g + 4743
2
Nachdem die Hamilton-Funktion nicht von g4 abhéngt, ist {h,ps} = f% = 0, das heifit py ist

h(pr,Dg:ar,q) =k +u = + u(gr)-

eine Erhaltungsgrofie: der Drehimpuls in der Ebene. Das dazugehorige Vektorfeld
Py:U = R, (pr,0g,4r,44) = (0,1,0,0)

beschreibt die Rotation um den Nullpunkt. Im obigen Beispiel bleiben sowohl die symplektische
Form als auch die Hamilton-Funktion durch Rotation um den Nullpunkt erhalten, die Rotation
ist also eine Symmetrie und der Drehimpuls ist die entsprechende Erhaltungsgrofle.

Wir wollen den Drehimpuls von 3-dimensionalen Beweugungen beschreiben und auf die Berech-
nung der Bewegung eines starren Korpers ohne Einfluss von &usseren Kraften anwenden. Wir
nehmen an, dass der Schwerpunkt unbewegt ist, also die Bewegung durch eine Funktion von der
Zeit in die spezielle orthogonale Gruppe SO(3). Das ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Fiir die Parametrisierung gibt es verschiedene Moglichleiten (Euler-Koordinaten, gyroskopisch,
Exponential-Abbildung). Keine davon ist ganz einfach, aber fiir unsere Rechnung ist die genaue
Wahl der Koordinaten nicht wichtig. Jedenfalls haven wir eine differenzierbare Parametrisierung,
die jedem Tripel (q1, g2, q3) eine Matrix R(q1,qz2,q3) zuordnet mit RT R = I3. Die Jacobi-Matrix
sei J(q). Fiir ¢ € R? ist J() - § eine 3 x 3-Matrix R(q, ¢), weil auch die Funktion R matrix-wertig

-

ist. Sie héngt linear von ¢ ab.

Es sei U(7,q) := R~Y(Q)R(7,q). Diese Matrix ist schiefsymmetrisch (Beweis Ubung?). Sie kann
daher als Linearkombination der drei Matrizen

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
I,=10 0 -1),I,=(0 0 Of,,=(1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O
geschrieben werden, mit Koeffizienten (g, (;), y(q, 5), z(q, c;) Der starre Korper besteht aus Punk-
ten an den Stellen aq,...,ay € R? mit Massen my, ..., my. Die kinetische Energie ist
n SN (Rai | Rai)y SN (e |UTUa)
h(q7 q_> = 2 = 2 :
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Diesen Ausdruck kénnen wir als w schreiben, mit einer 3 x 3-Matrix ©, die nur von

den m; und den a; abhangt. Man nennt diese Matrix den Tragheitstensor des starren Korpers.
Die skalaren Funktionen x,y, z hingen ja von ¢, an, und in ¢ sind sie linear. (Man nennt den
Vektor (x,y, z) auch die Winkelgeschwindigkeit.) Daher ist h(q,¢) von der Form %(A((j’)(ﬂ(f) Mit
anderen Worten, wir haben es wieder einmal mit einem geodétischen Fluss zu tun.

Die Metrik, die durch h auf SO(3) definiert wird, hat eine besondere Eigenschaft: sie ist in-
variant unter Multiplikationen von speziellen orthogonalen Matrizen von links. Wenn man die
Parametrisierung R : R? — SO(3) mit der Linksmultiplikation \g : X — SX verkniipft, indern
sich die Langen von Kurven nicht, weil sich schon bei der Berechnung von U das S herauskiirzt
(also, die Koordinatenfunktionen z,y,z : U — R sind schon linksinvariant). Es sei seien L,,
Ly, und L, die Vektorfelder, deren Fliisse die Multiplikation mit e'f=, e'fv  e*’= von links sind.
Dann sind diese Vektorfelder wieder Symmetrieen. Die entsprechenden Funktionen sind dann
Erhaltungsgrossen lg,l,,l, : U — R. Und die vektorwertige Funktion (l;,l,,[.) nennen wir den
Drehimpuls.

Bemerkung 5.1. Die Metrik A ist im allgemeinen nicht rechtsinvariant, ausser wenn das Tragheitsmoment
ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

All das hilft uns allerdings erst dann weiter, wenn wir wissen, wie man den Drehimpuls als Funktion
von ¢ und ¢ berechnen kann. Ein allgemeiner Satz tiber geodatische Fliisse auf Gruppen hilft hier
weiter.

Satz 5.1. Es sei G eine Gruppe der Dimension m. Es sei V. € R™ und R : V — G eine
differenzierbare Parametrisierung. Es sei U :=V xR™ der Hamilton-Phasenraum. FEs seih : U —
R, (q,4) — (§ | A(9)§) eine linksinvariante Metrik. Es sei By die Jacobi-Matriz der Multiplikation
mit R(q) von rechts. Dann ist die vektorwertige Funktion

L:U—R"™,(¢.q) = A@BF R d)
eine vektorwertige Erhaltungsgrafe.

Anstatt eines Beweises schauen wir uns ein Beispiel an, bei dem man die Behauptung des Satzes
leichter iiberpriifen kann.

Beispiel 5.2. Es sei G = R* xR mit Gruppenmultiplikation (mj.m2)(q1, g2) := (m1g1, mi1ga+mo).

Hier ist G C R? und wir kénnen die Identitit als Parametrisierung nehmen.

2, .2

q7+45
2

Als Metrik wéhlen wir h(q1, g2, 41, ¢2) = . Die Multiplikation von links mit (mq,ms) schligt

sich im Phasenraum so nieder: (g1, g2, 41, ¢2) — (m1q1, m1g2 + ma, m1¢1, m1g2). Wegen
(m1g1)* + (m1g2)* _ Qi + 45
(?711(11)2 Q%

ist die Metrik linksinvariant.
Die Multiplikation von rechts ist eine lineare Abbildung, also ist sie gleich ihrer Jacobi-Matrix:

B(q) = <Zl (1)> Wir erhalten daher fiir den “Drehimpuls”
2

Qg1 + 9292 (J2)

1
(I1,12) = 5 (q1G1 + 242, G2) = ( ,
q%( ) @ @

Um die Poisson-Klammern mit - zu berechnen, transformieren wir in Impulskoordinaten p; =
v, da.
q% y D2 = q% .

I = p1gy + p2gz, la = pa2, h = qi(p} +13)
und finden {h,l;} = {h, Iy} = 0, in Ubereinstimmung mit der Behauptung des Satzes.
Fiir fixen Drehimpuls (1, l2) erhalten wir ein Vektorfeld in V', das man mit dem script vector.py
visualisieren kann. Man sieht, dass die geodatischen Kreise mit Mittelpunkt auf der go-Achse sind.
Kann man das auch mathematisch begriinden (ohne die Differntialgleichung zu 16sen)?
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Bemerkung 5.2. Die Koordinaten des Drehimpulses erzeugen einen m-dimensionalen Vektor-
raum, der abgeschlossen ist unter der Poisson-Klammer. Zum Beispiel gilt im Beispiel oben:

{l1,la} = Is.

Zuriick zu unserem starren Korper im R3, also G = SO(3). Hier erhalten wir einen Drehimpuls mit
3 Koordinaten. In der Animation http://www.ialms.net/sim/3d-rigid-body-simulation/
kann man verschiedene Dinge anzeigen lassen.

Die Metrik wird dargestellt durch ein Ellipsoid. Sie dreht sich mit dem Holzblock mit.
Allgemein sind die Dinge, die sich mit dem Holzblock mitdrehen, links-invariant, und die
Dinge die fest bleiben rechtsinvariant.

Der Drehimpuls ist rechtsinvariant und bleibt fix.

Die Winkelgeschwindigkeit im fixen Koordinatemsystem (rechtsinvariant) hat ein konstantes
Skalarprodukt mit dem Drehimpuls (Resultat ist 2h). Daher bewegt sich die Winkelgeschwindigkeit
in einer Ebene normal zum Drehimpuls. Die Ebene bleibt fix.

Der Koordinaten des Drehimpulses im sich mitdrehenden Koordinatensystem sind nicht kon-
stant, aber der Koordinatenwechsel erhalt die Lange. Im sich mitdrehenden Koordinaten-
system ist aber der Drehimpuls gleich © mal der Winkelgeschwindigkeit, also bewegt sich
die Winkelgeschwindigkeit auf einem Ellipsoid, die sich mitdreht (es ist das gleiche Ellipsoid,
das schon oben erwéhnt ist).

Die Koordinaten der Winkelgeschwindigkeit folgen einer geschlossenen Kurve auf dem Ellip-
soid.

Die Erklérung fiir den letzten Punkt ist die folgende: Fiir die Koordinaten w; der Winkelgeschwindigkeit
im sich mitdrehenden Koordinatensystem haben wir zwei quadratische Gleichungen, deren Null-
stellen Ellipsoide sind. Eines ist die schon oben erwéhnte (Qw;, Ow;) = constant. Die zweite ist

(wi, Ow;) = 2h = constant. Die geschlossene Kurve ist der Schnittpunkt der beiden Ellipsoide.

Die Teilmenge des Phasenraums, bei denen alle vier Erhaltungsgrossen konstant sind, ist im all-
gemeinen eine algebraische Fliache, die man also Teilmenge von SO(3) sehen kann. Die Bewegung

ist eine geodéatische Kurve auf dieser Fliache. Die Berechnung dieser Fliche ist noch zu machen.
Das wiére das Thema einer Bachelor-Arbeit.

I"Jbung 5.3. Ist das Hamilton-System von der freien Bewegung eines starren Korpers vollstandig
integrabel?

6

Quantenmechanik

Der erste Schritt von der Hamilton-Mechanik zur Quantenmechanik ist eine “Reduktion auf das
Wedentliche”. Koordinaten und Funktionen werden zum Oberbegriff “Observable” zusammenge-
fasst und nicht weiter unterschieden. Zu jeder Observablen gehort ein Vektorfeld - in der Quanten-
mechanik wird gar nicht mehr zwischen den beiden unterschieden und die Observable werden mit
Groflbuchstaben bezeichnet. Es gibt eine spezielle Observable H, die Hamiltonian. Die zeitliche
Anderung der Observablen F', also das was man eine gewisse Zeit spiter observieren kénnte, wird
in der Hamilton-Mechanik durch das Axiom F’ = {F, H} geregelt. Die Poisson-Klammer ist bi-
linear, antikommutativ und erfiilllt die Jacobi-Identitét; so eine algebraische Strukur nennen wir
auch eine Lie Algebra. Die Leibniz-Regel lassen wir derweil sausen. Heisenberg und Schrodinger
ersetzten die Poisson-Klammer durch eine andere Operation; diese ist ebenfalls eine Lie Algebra
und eigentlich einfacher:

Es sei H ein Hilbert-Raum iiber C und O¢ ein C-Vektorraum von Operatoren H — H, die
abgeschlossen ist beziiglich Hintereinanderausfithrung und Bildung des adjungierten Operators.
Wir nennen einen Operator A reell, wenn er selbstadjungiert ist, A* = A erfillt; die Menge dieser
Operatoren ist Ogr. Jeder komplexe Operator 1t sich eindeutig schreiben als reeller Operator
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plus i mal einem reellen Operator Unsere Lie-Algebra ist die Abbildung (A, B) := —i[A4,B] =
—i(AB — BA). Man kann zeigen, dafl Or abgeschlossen ist bezliglich Addition, Multiplikation
mit reellen Zahlen, Iteration, und der Lie-Algebra-Struktur; allerdings nicht beziiglich Hintere-
inanderausfithrung (das ist der Grund warum wir mit der Produktregel nicht so viel anfangen
kann).

Anstelle des Hamilton-Axioms tritt die Schrédinger-Gleichung

wobei ¢ : R — H die zeitliche Entwicklung eines Systems ist, das fiir jeden Zeitpunkt durch einen
“Zustandsvektor” ¢(t) beschrieben wird. Der Hamiltonian H ist ein reeller Operator. Ubung:
man zeige, dafl t — (¢(t), @(t)) fiir jede Losung eine Konstante ist. Zwischen zwei Zustinden ¢
und c¢y will man nicht unterscheiden, deshalb nehmen wir an, dass der Zustand ein Einheitsvektor
ist.

Die Schrodingergleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung, die leicht zu 16sen ist: ¢(t) =
e " (¢g). Die zeitunabhingige Schrodingergleichung

Hp =X o
ist die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von H (ein Problem der linearen Alge-
bra). Wenn Aq,..., A, die Eigenwerte sind, dann ldsst sich jede Losung der zeitunabhingigen

Schrodingergleichung schreiben als
o(t) = Z e il
i=1
mit ¢; € Hy,, dem Eigenraum zu ;. (Wieso gibt es keine grofieren Jordan-Blocke?)

Beispiel 6.1. Die drei Komponenten des Drehimpulses erfiillen die Gleichungen

{l:mly} =1, {lmlz} = _lyu {lyvlz} =l.

Diese 3-dimensionale Lie-Algebra gibts aber auch viel billiger. Als Hilbertraum H nehmen wir C2.
Die Menge der Operatoren ist O¢ = C2*2. Sie wird erzeugt von I, und den Operatoren:

170 1 1/0 —i 1(1 0
Lx'_2<1 0>’Ly'_2<i o)’LZ'_2<0 —1)'

Die Eigenwerte sind in allen drei Fallen j:%. Die Eigenvektoren von L, sind leicht zu berechnen.
Im Fall von L, haben wir ¢4 = (1,0) und ¢_ = (0,1). Falls L, der Hamiltonian ist, haben wir
die folgende Losung der Schrodinger-Gleichung;:

o(t) =are ¢, +a_ "¢,

wobei a4, a_ € C Konstanten sind mit |a4|? + |a—|*> = 1. Wenn zum Beispiel a4 = a_ = \/g ist,
dann schwingt die Losung periodisch in einem Kreis herum, auf denen die Eigenvektoren von L,
und L, liegen.

Das Verhalten dieses dynamischen Systems ist ahnlich wie bei eine kugelférmigen Korper mit
Tragheitstensor © = I3 ohne dussere Kréfte. Nur dass es hier viel weniger Observable gibt.

Solange nichts gemessen wird, ist die Quantenmechanik ein ganz normales und (wie im obigen
Beispiel) sogar sehr einfaches dynamisches System. Die Messungen machen die Theorie allerdings
dann doch wieder kompliziert. Fiir diese gibt es folgende Axiom der Quantenmechanik.

e Jede Messung erfolgt zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢.

e Das Resultat einer Messung ist eine reelle Zahl. Diese Zahl ist ein Eigenwert der gemessene-
nen Observablen.
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e Der Zustand ¢(t) bestimmt die Wahrscheinlichkeit, mit der die verschiedenen Eigenwerte

als Messresultate auftreten. Wenn ¢(t) = Y ", a;¢; ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Messresultat A; gleich |a;|?.

Im letzten Punkt nehmen wir an, dass ¢; ein Einheitsvektor im Eigenraum A,, ist. Die Eigen-
werte von selbstadjungerten Operatoren sind iibrigens immer reell, und die Einheitsvektoren
verschiedener Eigenwerte stehen normal aufeinander. Es folgt >0 | |a;|> = 1 (wie es sich fiir
Wahrscheinlichkeiten gehort).

Im Beispiel (6.1) treten als mogliche Resultate fir den Drehimpuls Richtung z nur zwei Werte
auf, i%. Wenn der Zustand ein Eigenvektor von L, ist, dann wird mit Wahrscheinlichkeit 1 der
entsprechende Eigenwert gemessen. Wenn der Zustand ein Eigenvektor von L, oder von L, ist,
dann die Chancen fiir jedes der beiden Ergebnisse 50:50.

Wenn unmittelbar nach der Messung von L. - sagen wir, das Resultat war gleich —|—% - eine
nochmalige Messung von L, vorgenommen wird, tritt dasselbe Ergebnis mit Sicherheit noch einmal
auf. Daraus folgt, das der Zustand nach einer Messung ein Eigenvektor des gemessenen Eigenwerts
ist.

Als pragmatischer Forscher kénnte man die Axiom einfach akzeptieren, Beispiele rechnen und
versuchen, sie durch Experimente nachzuweisen. Einem nachdenkenden Student/einer nachdenk-
enden Studentin stoft es aber an dieser Stelle doch einige Fragen auf.

1. Kann man Messungen nicht durch blofles Beobachten machen, ohne die Zustdnde zu verandern?
Ist das iiberhaupt noch “Messen” oder schon eher ein Zerstoren von dem, was man eigentlich
messen wollte?

2. Gibt man durch das Akzeptieren von Wahrscheinlichkeits-Aussagen nicht den Anspruch der
Physik auf, das Verhalten punktgenau vorherzusagen bzw. zu beschreiben?

3. Sobald der experimentierende Physiker/die experimentierende Physikerin das Messresultat
erblickt, wird doch die Wahrscheinlichkeit zur Sicherheit, oder? Wenn ja, dann hétten
psychologische Wahrnehmungsvorginge einen Einfluss auf die Physik. Wann genau soll
dieser Ubergang Wahscheinlichkeit — Sicherheit stattfinden? Wenn der Lichtstrahl des
Messergebnisses das Auge trifft oder wenn der Impuls im Gehirn ankommt?

Viele Biicher sind iiber diese Fragen geschrieben worden, und man kann sie nicht billig hinweg-
wischen. Die folgenden Antworten sind eine personliche Auswahl; es besteht kein Mangel an
abweichenden Erklarungen.

1. In der Quantenmechanik kann man nur selten Messungen vornehmen, ohne den Zustand zu
verdndern. Beim iiberwiegenden Teil der Messungen kann man zeigen dass eine Stérung von
mindestens der oder der Grossenordnung auftreten muss. Man versucht zwar, die Stérung
so klein wie moglich zu halten, aber es gibt ein Minimum an notwendiger Storung fiir eine
Messung. Dieses Minimum héangt vom Zustand und von der Observablen ab. Wenn der
Zustand eines Elementarteilchen gerade Wellencharakter hat, muss man stark stéren wenn
man eine Teilchen-Frage stellen will; und umgekehrt.

2. Theoretisch ja, das Akzeptieren von Wahrscheinlichkeits-Aussagen statt sicheren Aussagen
ist ein Abstrich. Allerdings ist die Anzahl der Versuchswiederholungen, die man machen
kann, enorm hoch (Gréssenordnung 1 durch die Boltzmannkonstante), sodass die numerischen
Werte dieser Wahrscheinlichkeiten bei weitem genauer sind also die Ergebnisse bei klassis-
chen Versuchen.

3. Wahrscheinlichkeiten sind grundséatzlich subjektiv, inbesondere in der Quantenmechanik.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines gewissen Ereignisses héngt von meinem Wis-
senstand ab. Wenn mein Auge ein Messergebnis erblickt, hat sich das Ergebnis nicht
verandert, aber mein Wissenstand dariiber.
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Die Erklarung von Frage 3 wird durch ein berithmtes Gedankenexperiment illustriert: Theoretisch
ist es moglich, durch zerfallende Elektronen, die das Herabfallen eines Hammers mit einer Gift-
flasche ausldsen, einen quantenmechanischen Zustand zu erzeugen, in dem Schrodingers Katze
“halb tot und halb lebendig” ist, mit prinzipiell messbaren Interferenz-Erscheinungen der toten
und der lebendigen Katze. Erst wenn Schrodinger das Fenster zur Stahlkammer 6ffnet und ren-
schaut, ist die Katze entweder ganz lebendig oder ganz tot.

Wiirde statt der Katze ein Physikerkollege in der Stahlkammer sitzen (das Gift lassen wir dann
besser weg!), dann wiirde dieser eine andere Wellenfunktion und vor allem eine andere Wahrschein-
licheit wahrnehmen. Er hat ja auch ein anderes quantenmechanisches System vor sich: nur das
Elektron und den Hammer, wahrend Schrédingers System eine Verschrankung des Elektrons, des
Hammer und des Kollegen ist.

Wir wollen aber vorldufig die quantenmechanischen Axiome akzeptieren und ein Beispiel rechnen,
némlich das bereits begonnen Beispiel 6.1. Dieses ist iibrigens das einfachste quantenmechanische
System iiberhaupt, bekannt unter dem Namen Qubit.

Bemerkung 6.1. Das System beschreibt den Drehimpuls eines Elektrons. Er ldsst sich messen,
weil das Magnetfeld eines Silberatoms nur vom Spin eines einzigen Elektrons abhéngig ist.

Es sei A : C? — C? eine reelle Observable mit Eigenwerten A\; < Ay (wenn beide Eigenwerte
gleich sind, hat man immer das gleiche Ergebnis, nicht interessant). Es kommt auf das gleiche
hinaus, ob man A oder A + § fiir irgendwelche @ € R*, 5 € R misst. Drum kénnen wir uns ohne
Beschréankung der Allgemeinheit auf Observable mit Eiegnwerten :I:% beschranken.

Proposition 6.2. Jede soche Observable lisst sich eindeutig schreiben als xL, + yL, + zL, mit
z,y,2 € R, 22 + 4% + 22 = 1. Wir bezeichnen diese Observable als L., wobei v € R? der
FEinheitsvektor (z,y, z) ist.

Beweis. Zusammen mit I3 bilden L., Ly, L. eine Basis fiir O. I3 ist das einzige Basiselement mit
Spur ungleich 0, und A hat ebenfalls Spur 0, also weg mit I3. Die Determinante von xL,+yLy+zL,

2,2, 2 . .
7#, und das muss gleich —1 sein. O

ist
Proposition 6.3. Fiir jeden Zustand ¢ € C? gibt es genau einen Einheitsvektor u sodass L,¢ =
1 .

SO ist.

2

Beweis. Es sei 1) € C? ein Einheitsvektor orthogonal zu ¢. Wir definieren
o 9 1 1

dann hat L die richtigen Eigenwerte und geht als L, durch. Die Eindeutigkeit folgt aus der
néchsten Proposition. O

Proposition 6.4. Es seien u,v FEinheitsvektoren in R3. Es sei ¢, ein Figenvektor von L,
zum Eigenwert % Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Messung von L, auch % her-

auskommt, gleich w; das ist der Kosinus-Quadrat der Hilfte des eingeschlossenen Winkels.

Diesen Beweis lassen wir aus. - Die Eindeutigkeit davor ist dann leicht: wenn ¢ Einheitsvektor zu
L, und L, ist, beidesmal mit Eigenwert %, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Messung
von L, der Wert % herauskommt, gleich 1. Daher ist der eingeschlossene Winkel 0 uns es folgt
u=v.

Aus Proposition 6.4 folgt auch (¢, | ¢,) < v = —u: der eingeschlossene Winkel ist dann .

Die Zusténde, die zu den Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen gehéren, kann man leicht
berechnen:

1

2

[N
[N

(SIS
N
N
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7 Verschrankung

Zwei Qubits sind zwei Elektronen, auf die keine Kréfte wirken und die auch einander nicht beein-
flussen. In diesem zusammengesetzten System existieren Zustidnde, in denen die beiden Elektronen
nicht mehr voneinander getrennt betrachtet werden konnen, um das Verhalten unter Messungen
zu verstehen. Im Konzept der Quantencomputer manipuliert man so einem System durch bes-
timmte unitare Operatoren. Motiviert ist das dadurch, dass die Losung der Schrédinger-Gleichung
(also e~™H) ein unitirer Operator ist. Solche unitiren Manipulationen kénnten also im Labor
durchgefiihrt werden. Abschliessend nimmt man eine Messung vor und hat das Ergebnis.

Wir beginnen damit, das System zu beschreiben, dass aus der Summe zweier Systeme besteht.
Es seien ‘H; und Ho Hilbertrdume mit dazugehorigen Observablen-Algebren O; € End(#H1) und
O3 € End(Hs2). Der Hilbertraum von der Summe der zwei Systeme ist das Tensorprodukt Hig :=
Hi® Ho. Wenn ¢, ..., ¢, eine Basis fur Hy ist und 91, ...,1, eine Basis fiir Ho, dann bilden
die mn Vektoren ¢; ® ¢;, i« = 1,...,m, j = 1,...,n, eine Basis fiir das Tensorprodukt. Das
Skalarprodukt auf H1s ist so definiert, dass die vorige Aussage auch fiir “ONB” statt “Basis” gilt.
Formal setzt man (u; ® us | v1 ® va) := (ug | v1)(uz | ve) fiir alle zerlegbaren Tensoren. Aus der
linearen Algebra ist bekannt, dass sich nicht jeder Vektor zerlegen 1af3t; aber alle Tensoren sind
Summen von zerlegbaren Tensoren.

Es sei A € Op und B € Oy. Dann ist der Operator A ® B : His — H12 dadurch definiert, dass er
jeden zerlegbaren Tensor a ® b auf den zerlegbaren Tensor A(a) ® B(b) abbildet. Den Vektorraum
aller dieser Operatoren wéhlen wir als die Observablen vom Summensystem. Jede Observable
A € O 148t sich als Observable A @ idy, € Hi2 deuten, analog fiir die Observablen in Os. Wie
bei den Tensoren gibt es auch in den Obsevablen solche, die nicht in A® B zerlegt werden kénnen;
meistens interessiert man sich aber nur fiir die zerlegbaren Observablen.

Wir sehen uns hier nur die Summe zweier Qubits an, also wir nehmen, dass H; = H, = C?
ist. Wir nennen zwei zerlegbare Zustande ¢, ® ¢, und ¢, ® ¢, doppelt orthogonal, wenn sowohl
die Einheitsvektoren a,b im ersten System also auch die Einheitsvektoren u, v im zweiten System
zueinander normal sind.

Nicht zerlegbare Zustdnde nennen wir verschrdinkt.

Proposition 7.1. Jeder verschrankte Zustand ¢ lafst sich als Summe von zwei zerlegbaren Zustinden
schreiben, die doppelt orthogonal sind. Es gibt zwei mégliche Fille.

1. Die Zerlegung ¢ = ¢1 + @2 ist eindeutig, und es gilt ||p1]| # ||2]|.

2. Es existiert eine lineare Abbildung T : H1 — Ha, sodass jede Zerlegung in doppelt orthogonale
zerlegbare Zustande geschrieben werden kann als ¢ = ¢1Q f(Pp2) — 2@ f (1) mit (¢1 | P2) =0,
modulo einer Multiplikation mit komplexen Skalaren. In diesem Fall nennen wir ¢ maximal
verschrankt.

Wir zeigen nur, dass der zweite Fall moglich ist, also dass es maximal verschrankte Zustdnde
im Sinn der obigen Definition gibt. Wir setzen f als die Identitdt. Es sei ¢; = (z1,w;) und
¢2 = (22, wz) Dann ist

O =01 ® g — P2 ® 1 = (21w2 — waz1)(€1 ® ez —ea @eq).

Wenn ¢ und ¢, orthogonale Einheitsvektoren sind, dann ist |zjws — woz1] = 1. Bis auf diese

Konstante héngt das Ergebnis, ndmlich \/g (e1 ® ea — e3 ® e1), nicht von ¢ und ¢o ab. Wir
bezeichnen diesen speziellen maximal verschrénkten Zustand, fiir den f die Identitéat ist, mit ¢.
Maximal verschrinkte Zustinde haben eine interessante Eigenschaft. Es sei Wenn u € R? ein
beliebiger Einheitsvektor. Die Observablen L, ® I, I ® L, haben Eigenwerte :I:% (jeweils doppelt),
und sie sind vertauschbar. Daraus folgt, die Observable L, ® I + I ® L, hat Eigenwerte +1 und
0 (doppelt); und die Observable L, ® L, hat Eigenwerte :I:i (jeweils doppelt). Der maximal
verschrankte Operator ist ein gemeinsamer Eigenvektor von all diesen Observablen:

o (Ly,®I+1® Ly)px =0 (Summe der Drehimpulse ist gleich 0);
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o L, ®L,px = _iﬁbx (Produkt der Drehimpule ist gleich —i).

Die Eigenwerte der beiden Einzelmessungen L, ® I,I ® L,, sind j:%, und eine gemeinsame Basis
von Eigenvektoren ist e; ® e1, €1 ® €3, es ® e1, e ® ea. Der Zustand ¢ projiziert auf e; ® es
oder e ® e; mit jeweils Wahrscheinlichkeit %
Im Fall von zwei Systemen ist es nun so, dass die beiden Summanden 6rtlich weit getrennt sein
konnen. Man kann zum Beispiel zwei Elektronen maximal verschranken und dann einers der
beiden in einem Paket zum Nordpol schicken. Wenn ich jetzt bei meinem Elektron L, messe und
% erhalte, weiss ich, dass mein Kollege am Nordpol fiir L, den Wert —% erhalten wird.

Die Physiker Einstein, Podolsky und Rosen haben genau dieses Gedankenexperiment verwendet,
um zu argumentieren, dass die Quantenmechanik unvollstdndig ist. Informationsiibertragung
zwischen den beiden Elektronen ist ja nach dem Transport nicht mehr méglich, weil es am Nordpol
kein Internet gibt. Also miissen sich die beiden Elektronen schon vorher ohne unser Wissen
abgesprochen haben, welches Ergebnis bei Messung zu zeigen ist, und zwar fiir alle moglichen
Einheitsvektoren. Diese Information steckt also noch in den beiden Teilsystemen drin, ohne dass
wir drauf Zugriff haben, und bestimmt das Endergebnis. Es konnte ja zum Beispiel irgendwas mit
der Phase der Schwingung zu tun haben, hier mufiten wir ja schon zugeben dass wir Losungen
der Schrodinger-Gleichung mit unterschiedlicher Phase nicht unterscheiden kénnen. Es kann aber
auch ganz was anderes, noch Unbekanntes sein.

Der Physiker Bell hat (fast 30 Jahre spéter!) dieses Argument mit einem Gegen-Gedankenexperiment
widerlegt. Es seien u, v, w drei Einheitsvektoren, die jeweils einen Winkel von 27 einschliefen (sie

3
miissen dann in einer Ebene liegen).

Proposition 7.2. Die Observable L, ® L, hat die Figenwerte :I:i, Im Zustand ¢« ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Messresultat —i—i gleich das Quadrat des Sinus des halben eingeschlosse-
nen Winkels.

Beweis. Die Observablen L, ® I und I ® L, haben Eigenwerte :I:%. Eine gemeinsame Basis von
Eigenvektoren ist

¢++ = ¢u ® ¢m¢+f = ¢u ® ¢7va¢7+ = (bfu ® (bv,(b,, = (bfu ® (bfv'

Diese vier sind daher auch die Eigenvektoren von L, ® L,,.
Wir wéhlen ein Koordinatensystem in dem ¢,, = (1,0) und ¢, = (¢, s), wobei ¢ und s der Cosinus
und Sinus des halben eingeschlossenen Winkels sind. Dann sind die Eigenvektoren

¢++ = (C’Sa070)7 ¢+— = (_S,C,0,0), (b—-‘r = (0,07078), ¢—— = (0505 _S;C)7

und ¢y = \/g(sng_ —coy_ —cp_4 + s¢__). Die Eigenvektoren zu +i sind ¢, und ¢__. Die
Lénge des projezierten Vektors ist daher gleich |s| es folgt die Behauptung. O

Das Resultat ist das gleiche, das man erhalten wiirde, wenn ich an meinem Elektron in Linz in
Richtung u den Wert —|—% erhalte und dem Kollegen am Nordpol das Resultat mitteile. Der hétte
dann indirekt die Information, dass sein Elektron in Richtung —u den Wert +% ergeben wiirde.
Sein elektron ist also im Zustand ¢_,. Nach Lemma 6.4 ist die Wahrscheinlickkeit, dass er in
Richtung v ebenfalls —|—% misst, gleich der Cosinus des halben von —u und v eingeschlossenen
Winkels.

Im Fall von Bell sind also die Wahrscheinlichkeiten

1 1 1\, /2r\ 1
P>< <LU®L1}—>4)—P>< <Lu®Lw_>4>_P>< (Lv®Lw—>4>—Sln (3)—4

Angenommen, Einstein, Podolsky und Rosen hétten Recht und diese Wahrscheinlichkeiten sind im
Vorhinein abgesprochen zwischen den beiden Elektronen. Es sei E; das Ereignis “bei Messung von
u liefert Linz —|—% und Nordpol —%”, und Fs, F3 analog fir u,v. Wir definieren die Abkiirzungen
P+++ = P(El A Eg A E3), ey P = P(_\E1 A _\E2 A _\E3). Dann gllt

1
Py (Lu ® Ly — 4> =Pt++ tPt+— +P——t + P,
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1
Py <Lu®Lw%

4) =P+ tPr—r P D,

1
Py (Lv ® Ly — 4> =Pi++ TP+ t P4~ +P———.

Korollar 7.3. Die Erkldrung von Einstein, Podolsky und Rosen widerspricht elementaren Geset-
zen der Wahrscheinlichkeitsrechnunyg.

Namlich Z:],_k pijk = 1 und pij5 > 0.

8 Der Harmonische Oszillator

In der Hamilton-Mechanik ist der harmonische Oszillator gegeben durch die Standardform und
die Hamilton-Funktion h(p, q) = @ gegeben. In der Nahe von Extremstellen lasst sich das dy-
namische Verhalten im allgemeinen Fall lokal durch einen harmonischen Oszillator approximieren,
darum ist dieses System sehr hiufig anzutreffen.

Sehen wir und jetzt das quantenmechanische Analog an. Auch in der Quantenmechanik tritt
er haufig auf, in Form einer lokalen Néherung wenn die Hamiltonian komplizierter ist, etwa bei
Teilchen in einem Kristallgitter.

Die Bestimmung des richtigen Hilbertraums ist kompliziert, als erste Approximation tuts der
Raum der Funktionen R — R. Die Eigenwerte des Operators () sind alle reellen Zahlen. Fiir
q € R soll ¢, die Funktion x + d,4(z) sein, wobei 6(¢) = 1 und (1) = 0 fiir = # ¢ ist: das Teilchen
befindet sich am Ort gg. Ein Operator, der genau diese Funktionen als Eigenvektoren hat, ist

Q: fr f-idg,

d.h. Qf(z) =xf(x) fir alle f € H und =z € R.
Der Impulsoperator P wird so gewéhlt, dass, wenn man ihn als Hamiltonian wahlt, die Eigen-
funktionen als Funktionen in x,t zum Eigenwert py nur von = — pot abhéngt: also eine Welle, die
mit Geschwindigkeit pp nach links lduft. Die Funktionen (z,t) — g(z — pot) sind Losungen der
Gleichung fiir y : R — R:

oy Jy ) . Oy

- —poa = (- Z)(—Zpo)%7
also muss der Impulsoperator gerade P : f — —if’ sein. Der Eigenvektor 1, ist dann die Lésung
der Differentialgleichung fiir f: f = —ipo f, also vy, (x) = e~ "Po%.
Die beiden Operatoren erfiillen die Gleichung [Q, P] = iI, wobei I der Identitatsoperator ist. Auch
in der klassischen Hamilton-Mechanik hatten wir eine dhnliche Gleichung {¢,p} = 1.
Als Hilbertraum H wéihlen wir L?(R), die Menge der Equivalenzklassen von Funktionen f : R — R,

fiir die das Integral [ )|2dx existiert; modulo die Funktionen, fiir die dieses Tntegral Null
ist. Das Skalarprodukt 1st f | 9) f_ x)dz. Jetzt haben wir noch ein paar technische
Probleme:

e Weder P noch @ sind auf ganz H definiert.
e Die Funktionen ¢4, sind alle Null im Hilbertraum (das Integral existiert und ist Null).

e Die Funktionen v, sind nicht im Hilbertraum.

Mein Eindruck ist, dass den meisten Physikern und Physikerinnen diese Kleinigkeiten egal sind,
man rechnet drauf los und sieht dann schon ob das Ergebnis physikalisch sinnvoll ist. Wir sind
jedoch Mathemaiker bzw. Mathematikerinnen und wollen das technische Problem gleich beheben.
Dazu definieren wir einen dichten Unterraum K C H, auf dem alle Hintereinanderausfithrungen
von P und @ definiert sind, mit Werten wieder in K. Das sind alle beliebig oft differenzierbaren
Funktionen f, sodass fiir alle m und n die Funktion x ~ 2™ f(™ (z) immer noch quadratisch iiber
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R integrierbar sind. Die Operatoren P, @ sind dann Operatoren von K nach K und es gilt fiir alle
fgek:
@QF 1g)=(f1Qg), (Pflg)=(f]Pg).

Die erste Gleichung sieht man schnell, bei der zweiten braucht man partielle Integration. - Die
beiden Operatoren sind also selbstadjungiert, das ist ja schon einmal was.

Die Eigenwerte von P und @ suchen wir nun nicht meht in #H, sondern in £*, dem Dualraum von
K. Wenn u € K* und f € K ist, so schreiben wir (u | f) fiir die Auswertung des Funktionals u bei
f. (Das Funktional wird immer links geschrieben.) Jeder Operator A : K — K besitzt einen dualen
Operator A* : £* — K*, und diese haben Eigenvektoren. Zum Beispiel hat der Operator @ fiir
go € R den Eigenvektor u : K — R, f — f(qo), also die Auswertung bei go. In Ubereinstimmung
mit der Notation oben wollen wir dieses Auswertungsfunktional mit d4, bezeichnen. Dann gilt
(a1 f)=fla)

Wie siehts mit der Zerlegung einer Funktion f € K in Eigenvektoren aus? Dazu brauchen wir
ein Maf3 auf der Menge der Eigenwerte; in Fall @ ist das das Integral ffooo Es sei ¢ € K* der
Eigenvektor zum Eigenwert A\. Wir verlangen, dass fiir zwei Funktionen f,g € K die Gleichung

Ula= [ Ty

erfiillt ist (sonst ist unser System von Eigenvektoren nicht vollstdndig oder wir haben ein falsches
Mafl darauf). Fiir P und die Eigenvektoren ¢, ist das offensichtlich okay.

Wenden wir uns nun dem Impulsoperator P zu. Hier ist (¢, | f) gleich dem Wert der Fourier-
Transformierten f bei p, und die verlangte Eigenschaft folgt daraus, dass die Fourier-Transformation
das Skalarprodukt erhilt: (f | g) = (f | g).

Die Axiome der Quantenmechanik miissen angepafit werden: das Resultat einer Messung ist nicht
mehr eine reelle Zahl, sondern eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der reellen Zahlen.
Schon vor der Messung bestimmt der Zustand ¢ € K schon eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die
durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion X +— [(¢x | ¢)|? gegeben ist. Die a priori Wahrschein-
lichkeit fir einen Messwert im Intervall [a,b] ist gleich fab [{(px | ¢)|?d\. Nach der Messung ist
man schlauer und hat eine andere Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 7 : R — R. Aber nicht jede
Dichtefunktion ist méglich: 7 muss so beschaffen sein, dass es ein ¢ € K gibt, sodass fiir alle
A € R gilt (¢y | #)|*> = w(\). SchlieBlich muss es ja auch einen Zustand nach der Messung geben.
Im Fall von P und @ kann man zeigen, dass Normalverteilungen moglich sind.

Die Hamiltonian im harmonischen Oszillator ist nicht schwer zu erraten: H = %. Die zeitun-
abhéngige Schrodingergleichung fiir ¢ : R — R ist daher

Va : 2?¢(x) — ¢ (x) = 20¢(x),

wobei A € R ein Eigenwert ist. Mit Maple oder Mathematica bekommt man fiir jedes A zwei
Losungen, die allerdings spezielle Funktionen mit komplexen Argumenten enthalten und nicht
leicht auszuwerten sind. Die meisten davon sind leider nicht in X, das wéren aber die interessan-
testen.

Fiir alle f € H gilt

QHF | f)=(P*f | [) +(Q*f | f)=(PfIPf)+(Qf|Qf) >0,

daher gibt es keine negativen Eigenwerte. Wir definieren die Operatoren

A_ = E(P—i@), Ay = 7

Dann kann man durch Nachrechnen zeigen:

(P+iQ), N:=A,A_.

[A_,A,]=1, A_A, =N +1, H:N+%I.

Die Operatoren A} und A_ werden Erhohungsoperator und Erniedrigungsoperator genannt. Der
Grund ist der folgende.

23



Proposition 8.1. FEs sei v ein Eigenvektor von N zum Eigenwert A € R.
o A, v ist Figenvektor of N zum FEigenwert A + 1 oder Null.
o A_w ist Eigenvektor of N zum Eigenwert A — 1 oder Null.

Beweis.
NA+U = A+A_A+’l) = A+(N =+ I)’U = A+()\ + 1)1} = ()\ + 1)A+’U.

NA v=(A_A; —DNA_ v=(A_A;A_ - A yw=(A_N-A )v=A, w—A_v=(A—1)A_v.
O

Nachdem H keine negative Eigenwerte hat, hat N keine Eigenwerte, sind die Eigenwerte von A _
alle nach unten beschrénkt. Durch wiederholte Erniedrigung kann man also jeden Eigenvektor auf
Null bringen, und im letzten Schritt davor hat man einen Vektor im Kern von A_. Umgekehrt
ist jeder Vektor im Kern von A_ ein Eigenvektor von N = A, A_ zum Eigenwert 0, und durch
wiederholte Anwendung des Erhchungsoperators kriegen wir alle anderen Eigenvektoren.
Rechnen wir uns den Kern von A_ aus. Dieser besteht aus den Losungen der Differentialgleiochung
fiir f:
Vo : f'(z)+xf(z) =0

und die normierte Losung ist ¢g : x +— \/%e_mg/ 2. Diesen Zustand nennen wir den Grundzustand.
Die Differentialgleichung fiir den Kern von A, hat schon auch eine Lésung, ndmlich = +— e/ 2,
aber die liegt nicht in H. Also sind die Eigenwerte von N genau die natiirlichen Zahlen und die
Eigenwerte von H sind von der Form n + %, n € N.

Die normierten Losungen bezeichnet man mit ¢1, ¢o,. ... Die Differenz zweier benachbarter Eigen-
werte von H ist in unserer Rechnung immer 1. Im allemeinen hat man bei der Gleichung des
Oszillators auch noch Konstanten A und w dabei, und die Differenz ist hw.
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