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Projektive Definitionen und Satze

Die Definitionen von Zarski-Topologie, Verschwindungsideal,
Varietat, und irreduziblem Komponenten ist verbatim auf
projective algebraische Mengen lbertragbar. Lemma 1, Theorem 1,
Theorem 2 Punkte 1,2,3,5, und Theorem 3 gelten ebenfalls.

Das Verschwindungsideal einer projektiven algebraischen Menge ist
homogen (d.h. es wird von homogenen Polynomen erzeugt). Teil 4
von Theorem 2 muss adaptiert werden:

4. Wenn [ ein homogenes Ideal ist, aber nicht (xp, ..., xn)R,
dann ist /(V(1)) = V1.



Offene Teilmengen

Die Teilmenge Up = {(x0 : - -+ : xn) | x0 # 0} (affiner Fleck) ist
Zariski-offen. Sie ist homéomorph zu A": der Homdomorphismus
ist
X1 Xn
(XO : "':Xn)'_> <>"'7>7 (yla'-'vyn)H(l i :yn)
X0 X0

Affine algebraische Mengen werden homoomorph auf offene
Teilmengen von projektiven algebraischen Mengen abgebildet
werden.

Definition: Eine quasi-projektive algebraische Menge ist eine
offene Teilmenge einer projektiven algebraischen Menge.

Jede projektive oder affine algebraische Menge kann als
quasi-projektive algebraische Menge angesehen werden.



Regulare Abbildungen

Es seien X CP" und Y C P™ projective algebraische Mengen.
Eine Abbildung f : X — Y heiBt regular, wenn es eine offene
Uberdeckung X = U;X; gibt, sodass X; und f(X;) affine
algebraische Mengen sind und sodass f|x. : Xi — f(X;) regular ist.

Beispiel: Es sei X :=P! und Y := Z(y2 — yay0) C P?. Es sei
FrX =Y, (x:x)— (o:y:y)=0¢: xox : xP).

Um zu zeigen, dass f regular ist, tiberdecken wir durch die beiden
affinen Flecken X = Uy U Uy, Uy ~ Al vermittels
X0

(x0 : x1) > 10 = )’% und U ~ Al vermittels (xo : x1) — o1 = o



Beispiel Forts.

Es seien Vg, Vi, V5 die affinen Flecken von P2. Dann sind

f(Xo) = YN Wy =: Yyund f(X1) = YN Vo =: Y; affin algebraisch:
Yo C A? ist gegeben durch die Gleichung v120 — vp0 =0 und

Y1 C A? ist gegeben durch die Gleichung vZ, — vpp = 0.

Die Einschrankungen von f sind

flup : Uo — Yo, u1o > (vi0, v20) = (10, Udp),
flo, : Ur — Y1, uor = (voo, vi2) = (11, tot).

Warum definieren wir nicht enfach regulare Abbildungen nach P
als Abbildungen, die durch m + 1 homogene Polynome von

gleichem Grad dargestellt werden konnen, wie auf der vorigen
Seite?7?



So einfach gehts nicht!

Die Abbildung f : X — Y im vorigen Beispiel ist bijektiv, und die
beiden Umkehrabbildungen stimmen auf Y7 N Y5 lberein. Daher
ist £ ein Isomorphismus.

Will man f~1: Y — X durch homogene Polynome darstellen,
bieten sich zwei Kandidaten an:

(Yo :y1:y2) = (yo : y1) oder (y1: y2).

Auf Wenn y; # 0 ist, sind beide Ausdriicke gleich, da

Yoy2 — y? =0 ist.

Aber: der Ausdruck (yp : y1) ist im Punkt (0: 0 : 1) nicht definiert
und der Ausdruck (y; : y2) ist im Punkt (1 :0:0) nicht definiert.

Frage: Man zeige, dass es fiir jede Darstellung von f~! mindestens
einen Punkt y € Y gibt, fiir den dieser Ausdruck nicht definiert ist.



Isomorphe Projektive Varietaten

Zwei projektive algebraische Mengen X, Y nennen wir isomorph
oder biregular equivalent wenn es regulare Abbildungen f : X — Y
und g : Y — X gibt, sodass f o g =idy und g o f =idx gilt.

Beispiel: Wie wir gesehen haben, sind X = P! die Quadrik
Y = Z(y2 — yoy2) isomorph.



