Computer-Algebra: Das Ende der Mathematik?

Bruno Buchberger
RISC (Research Institute for Symbolic Computation)
Johannes-Kepler-Universitit, A4040 Linz, Osterreich
Bruno.Buchberger@RISC.Uni-Linz.ac.at

10. April 2000

Mathematische Software-Systeme wie Mathematica, Maple, Derive etc. basieren wesent-
lich auf enormen Fortschritten in dem Gebiet der Mathematik, das man ,Computer-Algebra”
oder ,,Symbolisches Rechnen” nennt. Faktisch alles, was man in den Gymnasien und in
den ersten Semestern der Mathematik-Ausbildung lernt, ist in diesen Systemem heute ,auf
Knopfdruck” zur Verfigung. Wird Mathematik damit diberfliissig? In den drei Abschnitten
dieses Aufsatzes beantworten wir diese Frage fiir Nicht-Mathematiker, fiir Mathematiker und
fir (zukiinftige) Studierende der Mathematik.

1 Computer-Algebra: Mathematik auf Knopfdruck

Viele von uns haben den Mathematikunterricht als etwas Belastendes in Erinnerung: Drill
von Dingen, die man eigentlich nie ganz verstanden hat! Oder besonders hinterhéltig: Auf-
gaben, zu deren Losung man einen ,Trick” wissen musste. Wer ihn herausfand, war der
Kaiser, die anderen waren die Dummen. Und dazu immer die Frage: Werden wir das jemals
brauchen? Wer von uns, die wir das Abitur gemacht haben, musste jemals in seinem Leben
eine Funktion differenzieren oder gar integrieren? Nicht einmal das Wurzelziehen kommt
spater wirklich vor und sollte es vorkommen, haben wir den Taschenrechner! Wieviele von
uns haben die Aufgaben aus dem Mathematikunterricht (“zwei Ziige fahren mit Geschwin-
digkeit soundso von A nach B, ...”) im spéteren Leben je gestellt bekommen? Nicht nur, dass
viele Menschen Mathematik nie brauchen, viele einflussreiche und erfolgreiche Menschen sind
stolz darauf, dass sie in der Schule schlecht in Mathematik waren und dass sie es ,trotzdem”
geschafft haben. (Ich erlebe das zum Beispiel sehr oft, wenn Wirtschaftsdelegationen, Fir-
menvertreter, Politiker und andere den von unserem Institut RISC gegriindeten und bestens
florierenden Software-Park in Hagenberg besuchen: Die meisten sind beeindruckt von der
Wirtschaftsdynamik, die aus der Verbindung von mathematischer Forschung und Wirtschaft
entsteht, viele ,outen” sich aber gleich bei der Begriifung - mit verlegenem oder iiberlegenem
Léacheln -, dass Mathematik fiir sie immer unversténdlich oder uninteressant war.)



Die Lage ist inzwischen noch viel extremer geworden: Es gibt jetzt nicht nur Taschen-
rechner, mit denen alles, was man bis zum vierzehnten Lebensjahr im ,Rechnen” lernt, durch
Driicken von Knépfen erledigt werden kann, sondern es gibt nun auch Software-Systeme (wie
Mathematica, Maple, Macsyma, Derive, u.v.a.), mit denen alles, was man im Gymnasium
oder in den Mathematikvorlesungen in den Ingenieurswissenschaften lernt, aber auch fast
alles, was in den ersten zwei Jahren eines reguliren Mathematikstudiums geboten wird, -
und noch einiges dariiberhinaus - auf Knopfdruck zur Verfiigung steht. Auch haben diese
Systeme heute Benutzeroberflichen, die den Umgang mit diesen Systemen fiir jedermann
ganz leicht machen. Es konnen weiters hunderte fertige Software-Pakete, die auf der Basis
dieser mathematischen Software-Systeme programmiert sind, fiir eine Vielzahl von Anwen-
dungen aus allen Bereichen der Naturwissenschaft, Technik, Medizin, Wirtschaft etc. rasch
iiber das Netz geladen und dann am Computer zu Hause ausgefiihrt werden.

Wollen Sie z.B. ausrechnen, wie ein Roboter, dessen Plattform mit 6 Stdben gesteuert
wird, auf Verschiebungen der Stébe reagiert? Oder die Qualitdt von Finanzprodukten ver-
gleichen” Oder die Brechung in komplizierten optischen Linsensystemen berechnen? Oder
studieren, wie sich einfachste zellulare Strukturen iiber tausende Generationen hinweg ent-
wickeln? Und dies alles mit graphischer Ein- und Ausgabe und animierten Illustrationen?
Sie brauchen dazu nur die Homepage der géngigen mathematischen Software-Systeme zu be-
suchen (z.B. www.wolfram.com fiir Mathematica), sich eines dieser Systeme iiber das Netz
herunterzuladen (wofiir Sie - Gott sei Dank!- einen Obolus entrichten miissen) und durch
die Anwendungspages zu navigieren. Sie werden in vielen Féllen ein fertiges Software-Paket
fiir Ihre Anwendung vorfinden, sich selbst an interaktiven Einfiihrungsbeispielen in die fach-
gerechte Benutzung des geeigneten Pakets einschulen kénnen und sich gegebenenfalls aus
den vorhandenen Funktionalitdten des Anwendungspakets rasch neue Funktionalitdten zu-
sammenbauen konnen, die ganz auf Ihre Bediirfnisse zugeschnitten sind. Ein Beispiel einer
solchen Anwendung sehen Sie in Anhang 1.

Das qualitativ Neue der heutigen mathematischen Software-Systeme - gegeniiber Samm-
lungen ,numerischer Algorithmen” ! von vor zwanzig Jahren - ist, dass inzwischen Methoden
entwickelt worden sind, mit denen man im Computer ,wie ein Mensch rechnen kann”. Das
heift, man kann im Computer jetzt nicht nur mit (Naherungs-)zahlen arbeiten, sondern mit
,Formeln”,  symbolischen Ausdriicken”, ,sprachlichen Gebilden”, die die behandelten ma-
thematischen Probleme exakt darstellen und dann auch ,exakt”, ,in geschlossener Form”,
sanalytisch”,  symbolisch” zu 16sen gestatten. Viel von dem, was vor zwanzig oder drei-
Rig Jahren von den Mathematikern noch selbst miihsam und mit viel Uberlegung ,mit Pa-
pier und Bleistift” entwickelt werden musste, bevor man iiberhaupt darangehen konnte, ein
Computer-Programm fiir die (numerische) Losung eines gegebenen Problems zu schreiben,
kann man heute mit den Methoden der ,symbolischen Mathematik” (oder wie man auch
sagt, der ,Computer-Algebra”) durch den Computer durchfiihren lassen. Die Computer-
Algebra hat den wesentlichen Beitrag dazu geleistet, dass sich jetzt innerhalb weniger Jahre
die Situation beziiglich der Benutzbarkeit des vorhandenen mathematischen Wissen und der
mathematischen Problemlosetechniken radikal dahingehend geédndert hat, dass faktisch die

! Numerische Mathematik”: Alle mathematischen Probleme werden durch approximative, ,endliche” Pro-
bleme ersetzt. Die Ersatzprobleme werden dann mit gerundeten Zahlen ndherungsweise gelost.



gesamte Mathematik, die man in der Schule und in den ersten Semestern an der Universitét
lernt - einschlieflich der Schritte, wo man ,denken” musste, - bereits ,am Computer zur
Verfiigung steht”.

Im Beispiel im Anhang 1 bedeutet dies, dass nicht nur vorgelegte Bilder mit einem System
von Wavelets z.B. fiir die schnelle Ubertragung komprimiert werden kénnen, sondern dass
auch das Erfinden von brauchbaren Systemen von Wavelets - eine Aufgabe, die noch bis
vor kurzem von Mathematikern ,nicht-numerisch”, ,mit Papier und Bleistift” gelost wurde,
bevor ein Bildkompressionsverfahren auf einem solchen Wavelet-System aufsetzen konnte -
heute mit Methoden der Computer-Algebra (in diesem Fall mit der Methode der sogenannten
Grobner-Basen [1]) am Computer gemacht werden kann, siehe [2].

Wenn die Methoden der Mathematik nun fiir jedermann auf Knopfdruck zur Verfiigung
sind, ja sogar die ,,Papier- und Bleistift-Arbeit” des Mathematikers durch die Methoden der
Computer-Algebra ,yom Computer” iibernommen werden, wenn faktisch jeder auch ohne
spezielle mathematische Ausbildung komplizierteste mathematische Probleme l6sen kann, ja
sogar solche, die stolz darauf sind, dass sie ,in Mathematik immer schlecht waren”, spielerisch
wie in einem Video-Game die hochgestochenste mathematische Maschinerie in Bewegung
setzen konnen, was bleibt dann eigentlich noch fiir die Mathematik zu tun? Ist die Computer-
Algebra das Ende der Mathematik?

Fiir Benutzer der heutigen Computer-Algebra-basierten mathematischen Software-Syste-
me mag es geniigen zu wissen, dass sie jetzt die Potenz einer Mathematik, die auch die besten
Mathematiker nicht anndhernd in ihrem Kopf haben, ohne Denkanstrengung auf Knopfdruck
»in ihren Hinden” zur Verfiigung haben. Fiir sie ist die Frage nach dem Ende der Mathematik
wahrscheinlich irrelevant. Viel wichtiger mag es sein, dass die Botschaft moglichst rasch
an die ,breite Offentlichkeit” hiniiberkommt, dass Mathematik auf Knopfdruck jetzt von
jedermann /frau benutzt werden kann.

Fiir die Mathematiker selbst klingt die Frage nach dem Ende der Mathematik aber viel-
leicht beunruhigend. Werden wir uns bald selbst wegrationalisiert haben? Werden wir bald
ehrlich gestehen miissen, dass unsere Institute zu grok, die fiir die Universitdtsmathema-
tik verwendeten Offentlichen Gelder zu reichlich und die Anzahl der Mathematikstunden in
den Schulen und auch in den Universitats-Curricula, in denen Mathematik nur Hilfswis-
senschaft ist, weit {iberproportional sind? Diirfen wir junge Menschen ehrlicherweise noch
motivieren, Mathematik zu studieren oder Mathematiklehrer zu werden? Sollten wir uns
nicht lieber ,inhaltlichen” Dingen zuwenden, die ,echte Kreativitat” brauchen (wie z.B. Po-
litikwissenschaften oder Biotechnik), nachdem anscheinend auch die kreativen Dinge in der
Mathematik schon ,yom Computer” gemacht werden?

2 Computer-Algebra: Triviale oder trivialisierte Mathe-
matik?

Die Antwort auf diese Fragen miisste fiir die Mathematiker eigentlich einfach und natiirlich
sein. Es ist dennoch erstaunlich, wieviele Mathematiker (darunter auch viele ,reine” Mathe-
matiker und vor allem auch viele Mathematiklehrer) sehr diffuse Vorstellungen davon haben,



was die heutige Situation in bezug auf die Automatisierung der Mathematik eigentlich fiir
die Mathematik selbst bedeutet. Es gibt zwei grofse Gruppen mit anscheinend unvereinbaren
Ansichten zu diesen Fragen:

e Die Puristen: Sie glauben, dass das, was heute in den mathematischen Software-
Systemen mit numerischen und Computer-Algebra-Methoden gemacht wird, nur ,tri-
viale” Mathematik ist. Man sollte und miisste sich als ,echter” Mathematiker nicht
mit diesen Dingen abgeben und man sollte diese Systeme am besten den Anwendern
oder solchen Mathematikern, die zur ,echten” Mathematik nicht fdhig sind, iiberlas-
sen. Die Puristen unter den Mathematikern befassen sich mit dem Computer hich-
stens, um e-mails zu lesen, Literatursuche am Web zu betreiben oder eine Arbeit in
LaTeX zu tippen. Aus dem Mathematikunterricht sollte man nach ihrer Meinung die
neuen Software-Systeme am besten verbannen, damit die Schiiler und Studenten nicht
,wverdorben” werden.

e Die Populisten: Sie glauben tatséchlich, dass man die Teile der Mathematik, die heute
in mathematischen Software-Systemen verfiigbar sind, nicht mehr oder nur mehr als
,Black-Box” zu unterrichten braucht. Man habe dann den ,Kopf frei fiir die kreativen
Teile der Mathematik” und ihrer Anwendungen, was immer das dann ist. Extreme
Vertreter dieser Ansicht glauben sogar, dass in der Mathematik auch die Zeit des Be-
weisens vorbei ist und zwar in dem Sinn, dass man, um neue mathematischen Resultate
zu entwickeln, besser am Computer - wie ein Physiker - mit vorhandenen Systemen
Lexperimentiert”, als die Resultate mit der ,altmodischen” Methode des Beweisen ab-
zusichern.

Ich halte beide Ansichten fiir grundfalsch und meine demgegeniiber Folgendes:

e Mathematik ist charakterisiert durch die Methode des Beweisens. Obwohl natiirlich
das Experimentieren mit Beispielen (heute: das Experimentieren in mathematischen
Software-Systemen) fundamental ist fiir das Gewinnen neuer Vermutungen und auch
Beweisideen typischerweise aus der Betrachtung von Beispielen entstehen, ist die Me-
thode des Beweisens letztlich das, was Mathematik zur Mathematik macht.

e Mathematik war immer darauf ausgerichtet, durch eine gute Theorie, eine neue Ein-
sicht, einen neuen Satz, einen neuen Beweis, eine neue Methode unendlich viele Instan-
zen eines Problems zu ,erschlagen”. In dem Augenblick, wo durch einen nicht-trivialen
Satz nebst nicht-trivialem Beweis mit einer darauf aufbauenden Methode die un-
endlich vielen Instanzen eines Problems behandelt werden konnen, ist der betreffende
Problembereich der Mathematik ,trivialisiert”. Das Computer-Zeitalter unterscheidet
sich von fritheren Zeiten der Mathematik nur dadurch, dass der Begriff der ,Methode”,
mit welcher die unendlich vielen Instanzen eines Problems erschlagen werden, eine viel
konkretere, ndmlich extreme Bedeutung hat: Eine auf einem Computer ausfiihrbare
Methode fiir ein Problem erschlidgt das Problem so vollstandig, dass bei der Anwendung
der Methode auf eine Instanz des Problems keine wie immer geartete Kreativitdt mehr



notwendig ist. Also: Mathematik ist dazu da, um durch einmal griindliches Nach-
denken (Arbeiten auf einer ,grundlegenden” Ebene) unendlich oftmaliges Nachdenken
auf der Ebene der Instanzen eines Problems unnotwendig zu machen. Mit anderen
Worten: Mit nicht-trivialer Mathematik auf einer Ebene A wird ein ganzer Bereich
von Mathematik auf Ebene B  trivialisiert”. (Beispiel: Ebene A: Liouville-Theorie
der notwendigen Koérpererweiterungen fiir die Darstellung elementarer transzendenter
Funktionen; Ebene B: Problem des Integrierens elementarer transzendenter Funktio-
nen mit dem Risch-Algorithmus. Einfaches Beispiel: Ebene A: Sitze iiber die Invari-
anz der Losungsrdume von linearen Systemen gegeniiber Zeilenoperationen. Ebene B:
Lésen von linearen Systemen, die durch Matrizen gegeben sind, mit dem Gauss’schen
Algorithmus. )

Je mehr man sich in der Mathematik darauf ausrichtet, Probleme nicht nur ,jirgend-
wie”, sondern mit computer-exekutierbaren Algorithmen zu 16sen, umso schwierigere
Mathematik (d.h. umso feinere Theorien, umso tiefere Sétze, umso schwierigere Be-
weise) sind notwendig, um die Losung moglich zu machen. Das ist deshalb so, weil
es natiirlich viel schwieriger ist (mehr Denkarbeit benétigt), ein gegebenes Problem
mit genau begrenzten Reduktionsmethoden (z.B. Rekursion, endliche Schleifen) auf
genau begrenzte Grundbausteine (z.B. auf bereits verfiighare Algorithmen) zuriickzu-
fithren als mit méchtigen Reduktionskonstrukten (z.B. Mengenbildungsquantor, Men-
genvereinigungsquantor) auf méchtige axiomatisch vorausgesetzte ,Black-Boxes"(z.B.
das Auswahlaxiom). (Ein Beispiel dazu findet sich im Anhang 2.) Mit anderen Wor-
ten: Das, was wir heute in den mathematischen Software-Systemen zur Verfiigung
haben, ist nicht triviale Mathematik, sondern durch hdchst nicht-triviale Mathematik
trivialisierte Mathematik!

Fiir die ,Soziologie der Mathematik” hat das folgende Konsequenz. Nicht diejenigen
Mathematiker, die zur ,echten” (,reinen") Mathematik nicht das rechte Zeug haben,
sollten sich mit algorithmischer Mathemik (z.B. Computer-Algebra) befassen, sondern
gerade umgekehrt: Die algorithmische Mathematik braucht die besten mathematischen
Kopfe. Oder anders formuliert: ,Reine” Mathematiker, die bisher den Computer nur
vom e-mail her kennen, mogen sich einmal ernsthaft mit der Algorithmisierung ihres
Gebiets beschiftigen und sie werden eine Fiille neuer, interessanter, mathematisch
duferst schwieriger Fragen und Anregungen erhalten, die nur durch eine gewaltige
Vertiefung der mathematischen Theorie beantwortet werden koénnen.

Die Algorithmisierung der Mathematik ist niemals abgeschlossen. Man braucht also
niemals Angst zu haben, dass die Algorithmisierung der Mathematik das Ende der
Mathematik bedeutet. Hohere und hoéhere Problembereiche der Mathematik werden
algorithmisch erschlossen werden kénnen, wozu immer tiefere und tiefere Mathema-
tik notwendig sein wird. In diesem Sinne ist trotz der gewaltigen Fortschritte der
Computer-Algebra erst die Oberfliche der Algorithmisierung angekratzt. Relativ zu
dem, was in der Mathematik noch nicht verstanden, durchdrungen, algorithmisiert,
trivialisiert ist, wird das, was man bereits ,am Computer geht”, immer ein ein winziger



Bruchteil bleiben. Die Unmoglichkeit, die Algorithmisierung der Mathematik zu einem
Ende zu fiihren, ist nicht nur eine praktische Erfahrung aller, die sich mit dem Gebiet
beschiftigen - weil sich jedesmal, wenn wieder ein Stiick Mathematik algorithmisiert
ist, neue unendliche Horizonte auftun -, sondern eine inhédrente Eigenschaft der Ma-
thematik, die beweisbar (!) ist und eine praktische Erscheinungsform des Gédelschen
Unvollsténdigkeitssatzes darstellt.

Fiir die Didaktik der Mathematik hat das alles folgende Konsequenz: Es ist einerseits
sehr naiv, den Computer heute aus der Mathematik auszuschlieken. Im Gegenteil,
er ist nicht nur ein Hilfswerkzeug, sondern Anlafs und eine treibende Kraft fiir die
konsequente Weiterfithrung des Grundanliegens der Mathematik, durch mehr Denken
schwierige Probleme systematisch, ja sogar automatisch losbar zu machen. Es war und
ist auch ,politisch” ein schwerer Fehler, die Beschéftigung mit dem Computer, d.h. mit
dem algorithmischen Losen von Problemen, aus der Mathematik abtriften zu lassen
und sich um das weggelegte Kind ,Informatik” nicht zu kiimmern. Andererseits ist
es genauso naiv, ,den Computer” als Black-Box dort einzusetzen, wo erst Versténdnis
geschaffen werden muss, was das Problem ist und was die zugrundeliegenden mathema-
tischen Konzepte, Einsichten und Begriindungen sind. Es gibt keine absolute Antwort
auf die Frage, in welchen Teilen der Mathematikausbildung ,der Computer” eingesetzt
werden soll. Vielmehr ist es so, dass fiir ein vorgegebenes Thema in der Phase, wo die
neuen Konzepte, Einsichten und Begriindungen erarbeitet werden miissen, das unver-
standene Verwenden der vorhandenen Algorithmen sinnlos ist - ,White-Box-Phase des
Unterrichts” -, wihrend es andererseits in der Phase, wo die Erarbeitung der Grundla-
gen abgeschlossen ist, genauso sinnlos wire, die Verwendung der fertigen Algorithmen
auszuschliefsen - . Black-Box-Phase des Unterrichts". Fiir eine detaillierte Beschreibung
dieses ,White-Box / Black-Box-Prinzips” siehe [3].

Computer-Algebra: Schliisseltechnologie der Informa-
tionsgesellschaft

Natiirlich ist die Mathematik nicht am Ende, sondern so dynamisch wie noch nie. Gerade
auch wegen der explosionartig fortschreitenden Algorithmisierung der Mathematik miissen
wir vielmehr von einem neuen Anfang der Mathematik sprechen. In der Selbstanwendung der
Mathematik auf sich selbst, die gerade durch die neuen mathematischen Software-Systeme
eine neue Dimension erreicht hat, liegt enorme Schubkraft und eine noch nie dagewesene
Dynamik in der mathematischen Forschung, Lehre und Anwendung:

e In allen Bereichen der mathematischen Forschung ist es jetzt moglich, sich theoreti-
sche Anregungen durch ausgedehntes und einfaches Experimentieren mit den bereits
algorithmisierten Teilen der Mathematik zu beschaffen.

e Das Anliegen der Algorithmisierung immer weiterer Teile der Mathematik in immer
effizienterer Form stellt fiir die mathematische Forschung eine Fiille neuer Fragestel-



lungen und Probleme, zu deren Beantwortung und Loésung vollig neue oder vertiefte
Ideen, Begriffe und Theorien entwickelt werden miissen.

e Die mathematische Ausbildung in den Disziplinen, in denen Mathematik nur Hilfs-
wissenschaft ist, wird sich vollig verdndern und einem grofen Kreis von Menschen ein
viel umfassenderes und reichhaltigeres Bild von der Problemlésekraft der Mathematik
vermitteln.

e Die Ausbildung der neuen Generation von Mathematikern wird sich ebenfalls drastisch
verdndern. Es wird moglich sein, grundlegende mathematische Gedanken in viel um-
fassenderer, griindlicherer Weise in kiirzerer Zeit zu erfassen und damit rascher an die
aktuellen Themen der Forschung heranzukommen. Die neue Generation von Mathe-
matikern wird also in sehr viel kiirzerer Zeit in die Lage versetzt werden, an der Front
der mathematischen Forschung weiterzuarbeiten.

e Gerade in der Algorithmisierung abstrakter Bereiche der Mathematik ist ein hohes
Mafk an formaler Bildung Voraussetzung. Die Mathematik wird sich also gerade durch
die Algorithmisierung in ihrem Abstraktheitsgrad noch erhéhen, denn Automatisie-
rung von Gedanken setzt deren vollstdndige Formalisierung und einwandfreie formale
Durchdringung voraus.

Die Denktechnologie der Mathematik - das Arbeiten in abstrakten Modellen - ist der
Kern des technologischen Forschritts auf der Basis der Naturwissenschaften. Algorithmische
Mathematik und insbesondere die abstrakteste Ausprigung der algorithmischen Mathema-
tik in Form des Symbolic Computation (Computer-Algebra) hat die Automatisierung des
Arbeitens in abstrakten Modellen zum Ziel. Der gesamte technische Fortschritt zielt auf
die Automatisierung des Problemldsens in allen Bereichen. Computer-Mathematik zielt auf
die Automatisierung des Kernbereichs der technologischen Entwicklungsspirale, auf die Au-
tomatisierung der Denktechnologie. Damit sollte es klar sein, dass Computer-Mathematik
eine, wenn nicht die Schliisseltechnologie der heutigen Informationsgesellschaft ist.

Diese einfache, doch nur wenigen wirklich klar bewusste Tatsache, méchte ich hier aus
den folgenden Griinden so betonen:

e Es wird den jungen Menschen heute vielfach eingebldaut und vorgelebt, dass der techno-
logische Fortschritt und die darauf aufbauende Wirtschaft das Ergebnis des Schaltens
und Waltens derer ist, die in der Politik, in der Finanzwelt, im Marketing, im Manage-
ment titig sind. Ohne die Beitriage all dieser Bereiche herunterspielen zu wollen, muss
doch die einfache innere Logik des technologischen und wirtschaftlichen Fortschritts
klargestellt werden, damit sie nicht in Vergessenheit gerdt. Die treibende Kraft des Er-
folgs kommt aus der Kreativitdt der technischen Disziplinen. Wer heute Technik und
insbesondere Mathematik studiert, befindet sich im ,,Auge des Hurrikans” der modernen
Entwicklung und nicht irgendwo in einem Hinterzimmer. Es ist heute so motivierend
wie noch nie, sich als junger Mensch auf das Abenteuer Mathematik-basierter Technik
einzulassen.



e Gerade die algorithmische Mathematik hat eine ungeheure Spannbreite, die die Ver-
bindung der besten Techniken aus der Logik, Mathematik und Informatik erfordert.
Sie hat theoretische Tiefe und praktische Schlagkraft. Sie lebt in der Welt der interna-
tionalen akademischen Forschung genauso wie in der Welt der heiftesten Informations-
und Kommunikationstechnologie-Firmen. Gerade die besten Studenten sollten sich
deshalb motiviert fiithlen, sich in diesem Gebiet ihre Karriere aufzubauen.

e Den politisch Veranwortlichen muss klar werden, wo die Kraftquelle fiir technologischen
Fortschritt und wirtschaftliche Entfaltung sitzt. Es muss deshalb alles getan werden,
um den Jugendlichen die Tiiren zu einem modernen Verstéindnis der Mathematik zu
offnen und den Bildungs- und Forschungseinrichtungen, die fiir diesen grundlegenden
Bereich des technologischen und wirtschaftlichen Gefiiges verantwortlich sind, die be-
sten Voraussetzungen zu schaffen.

e Es ist in den letzten Jahren modern geworden, in den Forschungsforderungsprogram-
men die Anwendungen zu entdecken. So wichtig dies als Reaktion auf das Elfenbein-
turm-Gehabe mancher Wissenschafter war, wird heute der Bogen mancherorts gefahr-
lich iiberspannt (siehe z.B. das fiinfte Rahmenprogramm der EU). Die treibende Kraft
im ,Auge des Hurrikans'"des technologischen und wirtschaftlichen Fortschritts ist und
bleibt das immer feinere Versténdnis der Struktur der Natur und die immer wirkungs-
vollere Beherrschung der wissenschaftlichen Denktechnologie, deren Konzentrat die
Mathematik und heute die sich selbst automatisierende Mathematik ist.

Anhang 1: Wayvelet-Transformation eines Ultraschald-Bildes

Das erste Bild ist ein Schnitt aus einem dreidimensionalen Ultraschall-Datensatzes eines
Embryos. Das Bild braucht ca. 16 MB Speicher und die Ubertragung der vielen hundert
Schnitte braucht eine entsprechend grofte Zeit. Das zweite Bild zeigt denselben Schnitte nach
Kompression und nachheriger Dekompression mit der neuen, auf Grobner-Basen basieren-
den Wavelet-Methode. Das komprimierte Bild braucht nur 1/25 des Originalbildes! Damit,
sinkt auch die Ubertragungszeit auf 1/25. Das dekomprimierte Bild ist mit freiem Auge
nicht vom Original zu unterscheiden. Das dritte Bild zeigt die - zwolffach verstirkte - Un-



terschiedsmenge und demonstriert, dass zwischen dem Original und dem dekomprimierten /
komprimierten Original tatsdchlich kaum ein Unterschied besteht.

In zeitkritschen Anwendungen wie der Medizin kann also mit dieser Methode die Uber-
tragungsleistung drastisch gesteigert werden, ohne dass die Qualitéit der Information leidet.

Anhang 2: Inkonstruktiver Beweis der Existenz von Grobner-
Basen

Sei P die Menge der multivariaten Polynomen {iber einem Koérper. Fiir F' C P ist I(F) :=
{30, hifi | by € P, fi € F} (das von F erzeugte Ideal). Fiir Mengen T von Potenzproduk-
ten sei I(T") die Menge aller Vielfachen von Elementen in 7. Ferner sei L(f) das hochste
Potenzprodukt, das im Polynom f vorkommt (in einer fixen zuléssigen Ordnung der Potenz-
produkte), entsprechend L(F') die Menge aller hochsten Potenzprodukte von Polynomen in
F. Die Menge F heift Grébner-Basis, wenn I(L(F)) = L(I(F')). Das Problem bestehe darin,
zu jeder gegebenen Polynommenge F' eine Polynommenge G zu finden so, dass I(G) = I(F)
und G eine Grobner-Basis ist. Dieses Problem ist in der Tat sehr wichtig, denn man kann
zeigen, dass sich viele fundamentale Probleme in der kommutativen Algebra (algebraischen
Geometrie) algorithmisch 16sen lassen, wenn man fiir das betrachtete Polynomideal nicht
nur irgendeine Basis, sondern eine Grobner-Basis zur Verfiigung hat. Die Konstruktion von
Grobner-Basen ist also eine Art Schliisselproblem fiir die algebraische Geometrie.

Eine erste ,Losung” des Problems besteht darin, G := I(F') zu setzen. Der Beweis, dass
diese Losung die geforderten Eigenschaften hat, ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen
und einfachen Eigenschaften von Idealen. Diese Losung hat die drei Eigenschaften, die bose
Zungen als die drei charakteristischen Eigenschaften von mathematischen Aussagen bezeich-
nen: Sie ist prompt und korrekt aber ,y6llig nutzlos”. In unserem Fall ist die Losung nutzlos
in dem Sinne, dass die Definition der Funktion I den Mengenbildungsquantor verwendet, der
in diesem Fall einen unendlichen, algorithmisch nicht ausfiilhrbaren Prozess beschreibt.

Eine zweite Losung kann man wie folgt ,konstruieren: Man definiert zunéchst

M(F) := {s € L((F)) | At € LA(F))(t # s A t]s)}.

Auf Grund von Dixons Lemma ist M(F') immer endlich. Sei nun S eine Auswahlfunktion,
die folgende Eigenschaft hat und

Vt € M(F)(S(F,t) e I(F) A t=L(S(F,t))).
Dann hat
G :={S(F,t)|t € M(F)}

die gewiinschten Eigenschaften. Zum Beweis beachte man, dass das héchste Potenzprodukt
eines Polynoms f € I(F') immer ein Vielfaches des hochsten Potenzprodukts eines Polynoms
in G ist. Das Polynom f ldsst sich also durch Abziehen eines geeigneten Vielfachen eines
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Polynoms in G auf ein Polynom im Ideal mit niedrigerem hochstem Potenzprodukt reduzie-
ren. Weil zuléssige Ordnungen noethersch sind, lasst sich f also durch Polynome in G in
endlich vielen Schritten auf Null reduzieren.

Diese Losung des Problems ist immer noch prompt (d.h. in wenigen Denkschritten pro-
duzierbar) und auch korrekt, aber schon sehr viel ,niitzlicher in dem Sinne, dass man we-
nigstens weif, dass das ,konstruierte G immer endlich sein muss (was immerhin den Hil-
bert’schen Basissatz als ein Korollar liefert). Die Losung ist aber immer noch ,nicht wirklich
niitzlich®, weil selbst im Falle, dass F' endlich ist, die Zwischenschritte zur Konstruktion
von G etliche ,unendliche“ Operationen (die Konstruktion von I(F'), den 3-Quantor mit
einem unendlichen Laufbereich und schlieflich die Auswahlfunktion S) benutzt, die nicht
algorithmisch ausgefiihrt werden kénnen.

Eine dritte Losung, die ,wirklich niitzlich” ist (d.h. die zu beliebigem F' ein gewiinschtes
G in endlich vielen algorithmischen Schritten liefert) braucht einen sehr viel komplizierteren
Beweis (also viel mehr Denkschritte) mit zusétzlichen mathematischen Ideen (Begriffen), die
im obigen Geriist nicht vorkommen, siehe [1]. Und erst mit der vollstéindig algorithmischen
Losung des Problems der Konstruktion von Grébner-Basen werden dann die vielen anderen
fundamentalen Probleme der algebraischen Geometrie (Theorie der Polynomideale) wie z.B.
die Konstruktion der Syzygien, die vollstandige Losung algebraischer Gleichungssysteme, das
Implizitisierungsproblem, das Invertierungsproblem fiir polynomiale Abbildungen etc. algo-
rithmisch 16sbar. Noch mehr Theorie wird notwendig, wenn man Grobner-Basen effizient,
also mit moglichst wenig Aufwand konstruieren mochte. Es gibt Dutzende Arbeiten dariiber.
Das heift: Je algorithmischer und dann je effizienter man mathematische Probleme l6sen
will, umso mehr mathematische Theorie und umso schwierigere Beweise sind nétig und nicht
umgekehrt.
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