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Zusammenfassung:
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Algorithmenentwurf erarbeitet und z.T. in experimentellen Systemen verwirklicht wur-
den, werden an Hand von einfachen, aber ausfilhrlichen Beispielen erklart.
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Yom Probtem zum Algorithmus

dedr s e Jo Jede o e e e e de dede R e e dede e

Die Beschreibung {Spezifikation) eines Problems ist

eine Formel {ein sprachlicher Ausdruck, eine Aussage), die gewinschte
Eigenschaften einer (oder mehrerer) neuer Operationen {Funktionen oder Pridikate)

relativ zu als gegeben {elementar) betrachteten Operationen angibt.

Eine Operation ist “gegeben’,
wenn fur sie ein Berechner (Berechnungsmechan1smus. Rechner, Computer, Automat)

vorhanden ist, der
zu jeder (stinnvollen} Eingabe (Angabe, Input) fiir die Operationen
bei Aufruf der Operation
eine zugehtrige Ausgabe (Resultat, Output) liefert.

Die Losung eines Problems relativ zu einem Berechner besteht in der Angabe

einer Formel (eines sprachlichen Ausdrucks, "Programmes”, einer Anweisung), die
den Aufbau neuer Oparationen aus gegebenen Operationen beschreibt und bei deren

Aufruf der Berechner Operationen durchfiinrt, die die gewiinschten Eigenschaften
haben (dié‘berechneten Operationen sind korrekt in Bezug auf die
Problemspezifikation).

Beispiel einer Problembeschreibung:
f Neue Operation: sort(ieren).
Beschreibung der gewiinschten Eigenschaft:
sort{a) ist sortiert,
sort{a) ist eine permutierte Version von a.

b ist sortiert: €===) Fiir alle 1<i€Linge von b: by < bisl.

b ist eine permutierte Version von a : === _
Linge von a = Lidnge von b; . .
Es gibt eine Permutation p der Linge (Ldnge von 2),
sodaB fiir alle l1<idlinge von a: by = ap(§). S

p ist ein Permutation der Linge n: {xnz)
1p ist eine bijektive Funktion von {1,...,n} auf 1,...,nh
{Typen der Variablen: a,b,p ... endliche Folgen natiirlicher Zahlen,
1,0 +eo.. natiiriiche Zahlen.
sort{a) soll ebenfalls eine endliche Folge natiirlicher Zahien sein}.
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Elementare Operationen:

“Lange von", Indizieren, +, {1,..., n} (Funktionen),
<, "ist bijektive Funktion von nach" (Priddikate).

Beispiel einer Lusungsbeschreibung:
sort{a):
Eingabe: a
Ausgabe: b.

{b,n} := (a,Linge vdﬁ a)
for § = 1ta n1do
for k := 1 to n-j do .

if not (bg < byst) then (by,bes) := (bk+1’b!()'

{sort ist die neue Operation; "Lidnge von", +, -, <, Indizieren sind die benutzten
elementaren Operationen). '

Eine explizite Problembeschreibung st eine Problembeschreibung der Gestalt
“Fir alle x : P(x,f(x))",
wo f die neue Operation bezeichnet und
P{x,y) eine Formel {der Pradikatenlogik) erster Stufe ist
{mit freien Variablen X,y},
in welcher f nirgends vorkommt.

;

{Wir schreiben hier “P(x,f(x))" fur das Ergebnis der Substitution von f(x) fir y an
éllen Stellen, wo y frei vorkommt). '

Bei expliziten Problembeschreibungen gibt P(x,y) an; in welcher Weise ein korrekter
Qutput y fiir das Problem (der durch die neue Operation f berechnet werden soll) mit
dem jeweiligen gegebenen Input x zusammenhingt.

Der allgemeine Fall einer Problembeschreibung heift demgegeniiber "implizit".
" {Insbesondere rennen wir nicht-explizite Problemspezifikationen implizit}.

tire explizite Problemstellung kann man sprachlich immer in die Form “gegeben,
§esucht” bringen:

Gegeben: x.
Gesucht: y,

sodaf P{x,y).
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Oder im Normalfall {wo P{x,y) die Gestalt { E(x) ===? Q(x,y) } hat ):

Gegeben: x,

sodap: E(x) ("Eingabebedingung”).
Gesucht: y,

sodaB: P{x,y} ("Ausgabebedingung”).

Beispiel einer expliziten Problembeschreibung:
*b ist sortiert und
b ist eine permutierte Version von a"
jst eine Aussage der Gesta1t P(a,b), die die gewiinschte Efgenschaft von *sort” expli- -
21t beschreibt: Zu jeder Eingabe a fiir sort beschreibt P(a,b) wie eine korrekte Aus-
Yabe b = sort{a) beschqffen sein muB.

Beispiel einer impliziten Problembeschreibung:

Neue Operationen: .lesen, speichern.

Beschreibung der gewlinschten Eigenséhafteqi
“Fiir alle s,i,j,c¢:
lesen{speichern(s,i,c),i) = ¢,
lesen(speichern(s,i,c},j} = lesen(s,i),wenn i#j."

(FUr *speichern(s,i,c}* lies: "Der Speicher, der aus s entsteht, wenn man an der
Stelle j den Inhalt c hinspefchert". Fiir “lesen(s,i}" lies: "Der Inhalt, der im
Speicher s an der Stelle i steht").

Eine (implizite oder explizite) Problembeschreibung bestimmt die betreffenden neuen
Operationen im allgemeinen nicht eindeutig. (Ftir manche Operationen, z.B. die Nach- |
folgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen, ist eine eindeutige Charakterisierung
durch Spezifikationen in erster Stufe, d.h. chne Quantoren ijber die Operationssym-
bole, sogar grundsitzlich unmdglich). Richt jedes implizite Problem 1Bt sich in ein
dquivalentes explizites verwandeln. Es ist algorithmisch, ndmlich syntaktisch,

. entscheidbar, ob eine vargegebene Problemspezifikation explizit ist. Typische

Beispiele von implizit definierten Problemen sind durch rekursive Gleichungen
*definierte” Operationen oder z.B. algebraisch spezifizierte abstrakte “Datentypen”.

- Die Schwierigkeit des Auffihdens einer Problemidsung hingt ab

vom Problem und
vom zur Verfiigung stehenden Berechnungsmechanismus.
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SchiuBregelsysteme fiir (verschiedene deskriptive Sprachen z.B. fiir) Pridikatenlogik
erster Stufe sind sehr allgemeine {nicht-deterministische) Berechnungssysteme. Jede
Formel einer (solchen} Sprache kann deshatb
einerseits als Beschreibung einer {erwiinschten) Eigenschaft von Operationen und
andererseits als Manipulationsvorschrift ("Programm”) mit den Operationen aufge-
faft werden. )

Alles, was mit den SchluBregeln aus der Problemspezifikation abgeleitet werden kann,
ist "korrekt" beziiglich der Problemspezifikation. (Es ist jedoch migiich, daB die so
gewonnene Problem)dsung unvollstindig ist in dem Sinne, daB nicht fiir alle Eingaben
mit den SchluBregeln aus der Priblemspezifikation die *Berechnung® einer zugehdrigen
Ausgabe durchgefihrt werden kann). '

Beispiel der Auffassung einer Problemspezifikation als Programm:
Aus der Problemspezifikation (dem "Prqgramm") fiir sort und dem nicht angeflihrten
Grundwissen (den "Programmen") fir die elementaren Funktionen kinnen wir z.8.
schliefen ("Rechnen"}): '
(1) Lénge von sort((2,1)) = Linge von (2,1) = 2. °
{2} (sort{(2,1))1 = (2,1)p(1) und sort{(2,1))2 = (g,l)p{z)) oder
sort((2,1))1 = (2,1}q(1) und sort((2,1)}2 = (2,1)q(2))s
wobei p und q die beiden Permutationen (1,2) bzw. (2,1) sind {als Dupel
geschrieben). T
{3} sort((2,1)); < sort{(2,1})2.
(4) sort((2,1)}1 = {2,1)q(1) = 1s
sort((2,1))2 = (2,1)q(2) » 2
{die andere Alternative in {2) scheidet wegen (3) aus).
ﬁ.{S) sort{(2,1)} = (1,2) (aus (4}).

Hir haben also fur die Operation "sort” zum “Input" (2,1) den "Output" (1,2) bei sort
'berechnet"

Wl"ﬁ"

aa
fiver:

SE Beispiel der Auffassung einer Problemspezifikation als Programm:

*‘Aus der Problemspezifikation (dem "Programm") fiir "lesen* und “speichern" und Grund-
& wissen iber natiirliche Zahlen kann man z.B. schlieBen ("rechnen"):

&

5?.' lesen(speichern(speichern(1eer,l,5),2,3),1) =

Ei . * lesen{speichern{leer,1,5},1} = 5.

oo L

it

;:“WF haben also fiir die Operation “lesen" zu den "Inputs”
“;;SP!ichern(speichern(1eer 1,5),2,3) und 1 den ”Output“ 5 "berechnet®.
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usamwenfassend:

Eine Problemspezifikation ist immer eine korrekte (allenfalls nicht vollstandige)
ProblemlGsung, wenn als “rechner” ein "Beweiser” zugelassen wird. '

Fiir die Praxis hat diese Einsicht in dieser Fbrm wenig Bedeutung, weil die moglichen
Beweise, die von einer Problemspezifikation als "Programm" ausgehen, zunichst vol11ig
ungezielt und richtungslos verlaufen kdnnen und nur mehr oder weniger "zufillig" fir
einen gegebenen "Input" zu einem erstrebenswerten Resultat flihren. Man beachte jedoch
den Unterschied zwischen den beiden Beispielen: Im ersien Beispiel ist eine grobe
tiille verschiedenartigster Schiufschritte notwendig (von denen wir nur sehr grobe
Zwischensépritte angegeben haben), um zum Ziel zu kommen. Wenn iiberhaupt, dann ist
eine Zietgerichtetheit im Beweis "automatisch" durch das Aufltsen des Existenzquan-
tors "es existiert eine Permutation p" nahegelegt, was einem “systematischen
Durchprobieren und Austesten" aller moglichen Permutationen entspricht.

Beim zweiten Beispiel kommt man im wesentlichen mit den sehr einfachen SchluBregeln
fiir die Gleichheit (Ersetzen, Einsetzen, Identitdt, Symmetrie und Transitivitit) aus
und es ist auch ziemlich Eﬁar, in welcher Weise diese Schlufregeln "zielgerichtet”
anzuwenden sind, um zum vpesultat” zu kommen.

e

Auf der anderen Seite steht die in der Praxis heute fast ausschlieBlich vorhandene
'Situationf
Lgsungsverfahren {(relativ zu den elementaren (perationen der Rechner), durch welche

Die vorhandenen virtuellen oder realen Rechner verlangen die Angabe von

jhr Verhalten vollstandig determiniert wird, wodurch ein zielstrebiges Losungs-
verhalten ermoglicht wird, allerdings auch die Frage nach -der Korrektheit des Ver- -
fahrens ein zentrales Problem wird. Also:

- Rechner Lﬁsungsverfahren Korrektheit Effizienz
allgemeiner gIeiéh der Problem- "automatisch® keine Zielstrebigkeit, i
nschlijssezieher” spezifikatiun garantiert jneffizient
universeller nichttrivial, Korrektheit  vollkommen zielgerichtet,
deterministischer anders als Problem- ist ein effizient
Rechner spezifikation *problem”

Sowohl Korrektheit automatisch zu garantieren, als auch effizient zu sein, erscheint
als das Ideat fir das Ldsen von Problemen. Diesem Ideal kann man sich von zwei Seiten
her nihern:
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t. Die Rechner, wie sie sich in ihrer virtuellen Gestalt (Hardware + auf-
gesetzter Software) dem Problemldser zeigen, flir problemnihere Lisungsver-
fahren brauchbar zu machen {("intelligenter" zu machen chne Effizienzverlust).

+.  Den ¥organg des Transformierens von Problemspezifikationen in rechnernahe
Probleml@sungen besser abzusichern und technisch zu erleichtern.

Beide Wege haben eine "lange* Geschichte:
t.  Hthere Programmiersprachen mit ihren Compilern; Zurverfiigungstellung des
Sprachmittels der Rekursion; Rewrite-Sprachen; Horn-Clausen Sprachen; Fifth-
Generation Computer. '

-
r

+.  Programmgeneratoren; IngenieurmiBige Methoden der Software-Entwicklung;
computer-unterstiitzte Programmverifikation; Kalkiile der korrekten
Programmtransfrmation; Strategien flir artomatische Programmsynthese.

In dieser Vorlesung sollen die wichtigsten Denkansitze in beiden Wegen, soweit sie
noch nicht standardmdBig in industriellen Software-Systemen realisiert sind, an
Beispielen ertéutert werden. ' )

Die Rolle von mathematischem Wissen im ProblemldseprozeB
Fdciedede deledededede e dedede s de i e e de W R e de e e e e drde rdrddd ek kv dedefedrdedrdeod ki

Iwischen mathematischem Wissen iber die in einem Problem involvierten Operationen und
der Effizienz von Problemldsungen besteht ein Identititszusammenhang:

Mehr mathematisches Wissen ---} besserer Lisungsalgorithmus

Beispiel: Wissen iliber das Sortierprobiem.

Fir die im Sortierproblem involvierten Operationen gilt z.B. Folgendes:

b ist sortiert ab der Stelle t und

der Wert von b an der Stelle t ist griBer gleich allen davor liegenden MWer-
ten

===}
b ist sortiert ab der Stelle t-1.
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Graphisch:

t -1

(b ist sortiert ab der Stelle t : {===b
filr 211e 1 mit t<i€Linge von b : bi<bis+1- _
Der Wert von b an der Steile t ist griBer gleich allendaver liegenden -
Werte : (===}
Y : fiir alle 1 mit 1<igt : by < bt).

Di g:i';es Wissen kann als korrekte Erginzung der Problemspezifikation fir einen Bewelser
als Rechner Beweise der Art

sort{(3,2,1,4)) = (1,2,3,4) .
verkiirzen. Andererseits kann es die ldee und die Grundlage fur den Korrektheitsheweis
fir folgenden Sortieralgorithmus liefern: -

sort(a): -
' Eingabe: d:
Ausgabe: b,
{b,n) := (a,Lange von a)
for j := 1ton-l do
b := Maximum{b,j),

LT -

wo Maximum{b,j) eine Operation ist, die das Maximum von bl,...,bn-j+1 an die Stelle
n-j+1 bringt (siehe fritheres Beispiel eines Programmes; "Bubble-Sort Algorithmus®)..
Beispiel Wissen iber ein Nimmspiel:

7u Ysen sei folgendes Problem (Rechenberg [44 ):

Iwei Personen spielen miteinander, jndem sie von einem Haufen Straichhil zer
abwechselnd nach folgender Regel Holzer wegnehmen:
Der erste nimmt eine beliebige Anzah} i von Holzern weg, Jjedoch nicht alle.
Der zweite darf vom verbleibenden Rest wieder eine beliebige Anzahl i von
Ho)zern wegnehmen, die jedoch kleiner oder gleich der "Schranke” 2i sein
muid.
Der erste darf nun i" < 2{' Holzer wegnehmen. Usw.
Wer bei seinem Zug alle verbleibenden Holzer wegnehmen kann, hat gewonnen.
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Dies ist ein explizites Problem mit folgender Spezifikation:

Gegeben: Eine “"Spielsituation" n,m (Anzahl der Hglzer, Schranke).
Gesucht: Ein "Zug" i (Anzahl der Mdlzer, die weggenommen werden},
sodaB: i ist “erlaubt" (i <m),

1 "fiihrt bei Vorliegen von n Hilzern zum Gewinn".

Wenn wir "i fiihrt bei Vorliegen von n Ho]zern zum Gewinn® durch G(n,i) abkiirzen, dann
ist G(n,1) rekursiv wie folgt definiert:

G(n,i) ===} i = oder
i ¢ nund 6{n-i .j) fiir kein j < 21,

-
Diese Definition der Problemspezifikation kamn bereits als rekursiver Algorithmus fir .
die Losung des Problems betrachtet werden. {Ein geeigneter Rechner ist z.B. ein
"PASCAL-Maschine" oder ein Beweiser, der wieder nur die SchtuBregeln fiir Gleichungen
beherrschen muB.) Das Zeitverhalten dieses Algorithmus ist aber sehr schiecht
{Durchprobieren aller Mdglichkeiten}. Wie kann man zu einer Idee fir einen
schnelleren Algorithmus kommen? Man betrachtet Beispiele, d.h. beobachtet den

Algorithmus fir einfache Eingaben. Wir fassen die Beobachtung in einer Tabelle
zusammen:

inﬁ“@@4(5“6-7"é]9 10 11 12 (1)) ...
1-%0 ol 1flo] 1 o [o'NT 0 0
2 &lo offoi o 10| o 0 0
3 1) ojjolo ool o o™Ng 0

4 0f 0 00|l ¢C 0 0O 0

5 \yo 0jol 0 0 o0 O¥j0
6 1 010/ 0 0 0 o0 {0

7 1100 0 0 0 |0

8 o o o o jo
9 1 0 ¢ o0 |o
10 1 0 o0 Jo
138 1 0 ol -
2 1o
1 QJ
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Hier bedeutet eine “1" bzw. eine "0* an der Stelle {n,i), daB G(n,i) gilt bzw. nicht
gilt. Es mag sein, dafd bei Beobachtung dieser Jabelle zwei Dinge auffallen:

(N1) Fiir n = eine Fibonacci-Zahl ist die gesamte Spalte im wesentlichen O.
(N2} Zwischen der k-ten Fibonacci-Zahl Fi und der (k+1)-ten Fi+l wiederholt
sich "im vesentlichen® der werteverlauf zwischen 1 und Fg-1-

{Diese Bechachtung muB noch etwas verfeinert werden, siehe die Unstimnigkeit bei‘
n =12, i =4, die sich tatsichlich erst bei einem so hohen Wert von n zeigt).
k-9

(N1) und (N2} ist zunichst nur eine Vermutung (Rechenberg {a5]), die sich aus der
Betrachtung eines endlichen Stiickes der Tabelle ergibt. Die Vermutung 148t sich in
der Tat“beweisen (siehe Buchberger [12] baw. Buchberger/Lichtenberger [18]). Der
Beweis braucht keine besonders tiefgriindigen mathematischen Resultate, nur einige
Grundtatsachen iber Fibonacci-Zahlen, jedoch einige technische Mihe, eine Reihe von
Fallunterscheidungen und verschachtelten induktionen und benstigt ca. 2 Seiten
Papier. : :

Das mathematische Hissen.y(Nl), (N2) kann nun zur Konstruktion eines besseren
Algorithmus verwendet werden:

Mgorithnus:

ifnem

then 1 1= n

else

li-'l <mthenm :=f21-1
3

w

wh‘i'leKn(nhm{n-Kn_dg_

ni=n- ¥y
i_f_l‘.<mthenm:-rﬂ'\—1
3 3

_1_f_n_-Knthen1 = 1else i :=n - Ky

————

(K, := die gribte Fibonacci~-Zahi, die Kleiner oder gleich n ist).

hus diesem Beispiel kann man auch eine wichtige Grundstrategie fir die Gewinnung von
neuem Wissen (---2 besseren Mgorithmen) ablesen:
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Wenig Wissen (schlechter Algorithmus)

[
V,
Besbachten (von Ei n-/Ausgabepaaren, die durch den schlechten Algorithmus
geliefert werden) :

v

Vermuten von :Gesetzmiliigkeften“ (neuem Wissen) im Wertevertauf

{
Vv
Beweisen der Vermutungen

v

Mehr Wissen (besserer Algorithmus)

-

-

- Dbung: Beispiele von: Mehr mathematisches Wissen ---7 besserer Algorithmus.
(Hinweis: Fast Jedes mathematische Wissen kann in einem sehr weiten Sinne 1)

verstanden werden, umgekehrt basiert jede Al gorithmenverbesserung auf
zusdtzlichem Wissen).

Computer-unterstiitzte Programmverifikation

T . o
fui 2 £ 3 &

Computer-unterstiitzte Programmverifikation ist ein erstes Paradigma fur
computer-unterstiitzten Algorithmenentwurf. In einer ersten Grobbeschreibung besteht
dieses Paradigma in folgenden Schritten:
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problemspezifikation Progrmmmvorschlag

~,

Erzeugen der
Korrektheitsaussage

by Korrektheitsaussage:
“Das vorgeschlagene Programm perachnet eine
Funktion, die die problemspezifikation erfil1t"

e

Beweisen der
Lorrektheitsaussage

uporrektheitsaussage st wahr®,
, (“Korrektheitsaussage jst falsch”,
: _ 1Beweis nicht gefunden“).

" In dieser Form des paradigmas wire der Block "Erzeugen der Korrektheitsaussage' tri-

yial, der Block fBeweisen'der Korrektheitsaussage" miBte ein "Junderding® sein. Es
nannte "Mathode der induktiven

gibt nun Regelsysteme (am meisten benutzt die soge
gehauptungen®), mit denen der Beweis der torrektheitsaussage durch den Beweis einer

Reihe von einfacheren Aussagen ("Verifikationsbedingungggf) zerlegt werden kann, aus
denen die Yorrektheitsaussage folgt. Die einfacheren Aussagen sind hierbei
Beschreibungen von Eigenschaften von Tetlstlicken eines 15senden Programmes:
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Problemspezifikation Spezifikation von Programmvorschlag
Eigenschaften von Teilstiicken
eines 1dsenden Programmes
{z.B. "induktive Behauptungen")

Erzeugen der Verifikations-
- bedingungen

Verifikationsbedingungen
(aus diesen folgt die Korrektheitsaussage)

-

Beweisen der Verifikations-
bedingungen

L

"Yerifikationshedingungen sind wahr
(falsch, 2.T. wahr, nicht beweisbar}"

Das Erzeugen der Verifikationsbedingungen ist immer noch ein sehr einfacher ProzeB,
das Beweisen der einzelnen Yerifikationsbedingungen kann schwierig sein, jedoch ist
der Bewais der Korrektheit wenigstens in entkoppelte Teile zerlegt.

Der zentrale Punkt der Methode liegt im Erfinden der zusdtzlichen Efgenschaften des
15senden Programmes. Hier sind zwei Grundsituaticnen denkbar:

Iu einer gegebenen Problemspezifikation liegt ein Programmvorschiag "fertig" vor,
Es werden vermutete Eigenschaften dieses Programmes spezifiziert. Die daraus
entstehenden Veriffkationsbedingungen {das sind Aussagen der Art "die Teilstiicke
des Programmes haben die vermuteten Eigenschaften®) werden bewiesen.
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Es liegt zunichst nur eine Prob1emspezif1'katiun vor.
Man hat Ideen fir zusitzliches Wissen iber die in der Problemstellung involvier-

ten Operationen.
Man erfindet eine Programmstruktur und Teiistiicke von programuen und geuiinschte
_ Eigenschaften dieser Programme,
sodaf die daraus entstehenden Verifikatioﬁsbedingungen {“die Programmsticke
haben die gewiinschten Eigenschaften") im wesentlichen mit dem zusidtzlichen .
Wissen identisch sind oder leicht daraus folgen.

k-

Die Betrachtungs- {und Vorgangs Jweise B. ("Algorithmenentwickmng und Ver‘lfikatio_f\
gehen -Hand in Hand™) ist die verninftige (siehe Henke, Luckham (sh., aufgrund derer
das Verifizieren von Programmen ein "natiirlicher” und praktisch durchfiinrbarer
Yorgang ist. Sie entspricht der Einsicht, dab Programmieren symsetzen von Wissen in
Verfahren" ist. Oie Betrachtungsweise A. hat die Programverifikation als praktische
Technik in MiBkredit gebracht, weil man bei A. den Eindruck bekomnt, daB man das
Programn “noch einmal® erfinden muB, um geeignete induktive Behauptungen zu finden.

Beispiel fiir ein Rege}-s}stem, mit welchem verifikationsbedingungen mit Programmteilen
und Spezifikationen von gewiinschten Eigenschaften von Programmteilen verbunden
werden: -

Methode von Floyd-Naur-Hoare (Methode der induktiven Behauptungen) fiir ALGOL-dhnliche
programme (Floyd [19], Hoare [27]):

(Man schreibt "[E} § {A}" fur die Korrektheitsaussage "Fur alle x: wenn E(x} ver

Ausfuhrung des Programs s fir die vorliegenden Werte der Programnv'ar‘lab‘len x gilt,

dann gilt A(x} nach Ausfiihrung von S fir die dann aktuellen Werte der Progranm-

variablen x". X esv ein Variablenvektor).

Regel fiir Folgen von Wertzuveisungeni
um {€} S [A} zu beweisen, wo S efne Folge von Wertzuweisungen ist, geniigt es,
die Aussage E ===2 A' zu beweisen, '
wo A' aus A dadurch entsteht, daB man die in A vorkommenden Variablen "so
‘ersetzt, wie es durch die Hi ntereinanderausfihrung der einzelnen Wert-
zuweisungen in S bewerksteiligt wird".
{Z.B.: Um . ‘
{} _
{b,n) := (a,L(a))s § =1
{b ist sortiert ab der Stelle n-j+2,
der Wert von b an der Stelle n-j+2 ist griBer gleich allen davor-
1iegenden Werten (falls 2<j), j<n, peL{b}, b ist eine permytierte

{
| A
t
Version von a} | |
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2u zeigen, geniigt es,
===} 3 ist sortiert ab der Stelle L{a}+l,
der Wert von a an der Stelle L{a)+l ist gréBer gleich allen davor

1iegenden Werten falls 2<1, 1<.(a}, L(a)=L(a}, a ist eine permu-
tierte Version von a :

Al

e

zu beweisen (Ersetzung: b --» a, n --» L(a), j --? 1).

A' gilt "trivialerweise".

Um {E} P; for x := t to tp do Q endfor; R {A} zu beweisen (P,Q,R ... Programme,
t1,t2 ... Terme; die Belegung von x und alle freien Variablen in tp mogen in Q

nicht gedndert werden), geniigt es, fiir eine Aussage I ("Schleifeninvariante")
folgendes zu beweisen:

(F1) {€} P {1'} .
: {wo 1' aus I durch Ersetzen von x durch t] entsteht),
{F2) {1,xstp} Q {I"} R

(wo 1" aus I durch Ersetzen von x durch (x+1} entsteht},
(F3) {1"'} R {A} -

{wo I"" aus I durch Ersetzen von x durch (to+1)} entsteht).'

{1.8.: th
v
{b,n) := {n,L(a})
for j :=1ton-ldoQ
[b ist sortiert, b ist eine permutierte Version von a}
2u zeigen, geniigt es, wenn wir z.B. 2eigen:
(F1') {} (b,n) := (n,L(a)) {I{a,b,3,})},
(F2') {1{a,b,n,j),i<n-1} Q {1{a,b,n,j+1)},
(F3'} {I{a,b,n,n)} {b ist sortiert, b ist eine permutierte Version von a}.
(Hier ist I{a,b,n,j) : €===> b ist sortiert ab n-j+2,
der Wert von b an der Stelle n-j+2 ist griBer gleich
allen davorliegenden Werten {falls j»2), )
j<, n=L(b}, b ist eine permutierte Version von a.)

(F1') giTt {vgl. Beispiel bei der Regel fiir Wertzuwaisungen).
{F3') gitt evenfalls: o] ===

-

(F2') ist eine Problemspezifikation fiir ein noch zu findendes Programm Q (das im
wesentlichen also { , Jen-1} Q| :j:j_ } erfiillen

n-j+2 n-j+l
soll}.
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(Fiir entsprechende Regein fiir die anderen Basiskonsti‘ukte von ALGOL-#hnlichen
Sprachen und eine didaktische Einfiihrung in die Programm-Verifikation siehe z.B.
Manna [32], Buchberger/Lichtenberger [14]). '

Beispiel einer Programmverifikation (im Stile *Entwickeln und Verifizieren):

Problemspezifikation: { } P {b ist sortfert, b ist permutierte Version von a
T (b geob: (JP {1 b- -

—_— e —— A e e e o o - — S —— — e — ey

{b,n) := {a,L{a)} ‘ -

for ji=1 to-n-1 do Q,

wo die induktive Behauptung naheliegend I{a,b,n,j) sein wird (man beachte, dai die
induktive Behauptung meistens auBer dem wichtigen Wissen noch eine Reihe "kleinerer®
Teilbehauptungen enthilt, deren Notwendigkeit sich meistens erst bei Durchfijhrung des
Beweises “aus technischen Grinden ergibt). '

Die Problemspezifikation und die induktive Behauptung fiihrt mit diesem Programment-
wurf gemiB den Regeln zu den Teilproblemen: (F1'), (F2'), (F3') {wobei (F1'} und
(F3') Beweisprobleme sind, wihrend (F2') ein Entwurfsproblem ist).

Beweis der Verifikationsbedingung: Sehr leicht (siehe voriges Beispiel).
{F3') gilt {stehe voriges Beispiel}.

Zur L_ﬁgugg__dgs_E_ilt!u_[f ‘sprobl ems {F2*)
s I e et B

n-j+2 7 _ n-j+l
gibt das Wissen

t t-1
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eine Idee, nimlich: Es geniigt der Entwurf eines Programmes @, welches folgende Spezi-

fikation erfiillt
{11, s} 0 Eii:] }

n-j+2 n-j+2

{d.h. Q muB im wesentlichen das Maximum von bl....,bn-j+1 an die Stelle n-j+l .
bringen).

Brauchbares Wissen, um dieses Problem zu ldsen:

sl I ol

k ” k

Dieses Wissen kann z.B. zu folgendem Programmvorschlag fiir Q fithren:

for k = 1to n-j do
_"iﬂ (bg<bye1) then (by,brsr} := {brsy,by)-

—— o — —

bedingungen, die sdmtiich mit dem skizzierten Wissen leicht zu beweisen sind (siehe
Buchberger/Lichtenberger {14]). ma

An welchen Stellen in einem derartigen VerifikationsprozeB ist nun eine Computer-
Unterstiitzung sinnveoll und miiglich? '

A ki St Tt B M T v ———

e ———— —

ist grundlegend. Beweise in diesem Bereich kinnen beliebig schwierig sein.
Computer-Unterstiitzung in diesem Bereich ist zwar wiinschenswert, um die
Beweismiihen zv verringern, hier wird aber eine Interaktion mit dem menschlichen

Problemliser notwendig und wiinschenswert sein, um Richtungen in der Problemldsung
festzulegen.

[

- dedingungen bei vorgegebenen induktiven Behauptungen und vorhandenem Programm-
Yerschlag ist ein vollstindig algorithmisierbarer Vorgang und es ist auch in
hohem Mage wiinschenswert, diesen Routinevorgang dem Menschen abzunehmen.
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3. Der Egggj;ﬂggr_ygrjijgpipgﬁgggjgggpggg_unter Verwendung des vorhandernen Grund-
wissens ist zwar als ein Beweisvordang eine fiir die Cpmputer-Unterstijtzung nicht
triviale fufgabensteliung. Die Beweise in diesem Bereich werden aber jn der Regel
viel weniger komplex sein. Relativ einfache Beweiser ("Simp1ifier“) werden hier
im Normalfall ausreichen. Es ist auch auBerordentlich viinschenswert, diese

Rout inebeweise dem menschlichen Probleml dser abzunehmen.

{4. Der Versuch, induktive Behauptungen bei gegebenem Programm automatisch zu finden,
. hat nur bei der Vorgangsweise A. einen sinn. Siehe dazu 2.B. wegbrett {49]).

Beispiel eines Beweises von algorithmisch brauchbarem Wissen:

Wir beweisen:
PR,
sxzap 1
k k
d.h. -
k+14t, - .

b ist eine permutiefte Version von 2,

b ist sortiert ab der Stelle t,

der Wert von b an der Stetle t ist griger gié?ch allen davorliegenden Werten,
der Wert von b an der Stelle k ist grifer gleich allen davorliegenden Werten,
b1

g

b' ist sortiert ab der Stelle t,

der Wert von b' an der stelle t ist griifer gleich alien dayorliegenden Werten,
der Wert von b' an der Stelle k+1 ist grifer gleich allen davorliegenden berten,
b' ist eine permutierte yersion von a, .

wobei b'="die aus b durch Vertauschen von by und bisl entstehende Folge”

(d.h. b' = spe1chern(spe1chern(b,k,bk+1).k+1.bk). wobei by etne Abkiirzung fur
lesen{b,k} ist; val. Beispiel einer impliziten Problembeschreibung).

Wir zeigen nur einen Teil der Behauptung, namlich
b* ist eine permutierte Yersion von z, d-h.
Lsnge von b' = Linge von b und
" es existiert eine Permutation b' der Linge (Ldnge von a), sodad fir alle i mit
1<iclLange von a: : .

b'i = ap'(i)*

Wegen der Annahme, daB b eine permutierte Yersion von a ist, gibt es efn p, sodaf
by = ap(1) (fur alle 1<i<Linge von a). '
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Wir definferen: p*(k) := p{k+1},
p'{k+1) :~ p(k},
p'(i) = p(i) fir alle 1 mit I<icLdnge von a, i#k, k+1.

Sei nun i#k, k+1 fix, aber beliebig. Dann gilt:
b'y = speichern(speichern(b,k,bk+1).k+1,bk)i =)
= speichern({b,k,bg41)g = * i = ap(y) = 2’ (i)
(An den Stellen *) wurden die Axiome fiir "speichern, lesen" verwendet ) ;

Sei nun i=k. Dann gilt:
»
b'y = b’y = anjchern(speichern(b,k,bk+1),k+1,bk)k ="
R ° *
= spe1chern(b,k,hk+1)k =" bray = ap(k+1) = (k) = 3 (§)-

Ahnlich behandelt man den Fall i=k+l. AuBerdem miBte man noch zeigen, dap p' eine

Permutation ist.

Beispiel eines Beweises von Verifikationsbedingungen {unter Verwendung von bereits

bewiesenem, algorithmisch brauchbarem Wissen):

Algorithmisch brauchbares Wissen:
sort(b,t),
grofer{b,t)
griBer(b,t-1)
==z)
sort(b,t-1)

(Hier haben wir abgekiirzt: b ist ab der Stelle ¢ sortiert" durch “sort(b,t)",

“der Wert von b an der Stelle t ist grtBer gleich
_allen davorliegenden Werten" durch "griBer(b,t)").

Eine der Verifikationsbedingungen. die bei der Verifikation des Teilprogramms @ im

Sortferprogramm entsteht, ist:
sort{b,n-j+2),
griBer(b,n-j+2) (falls 2<j),
Jen, nel(p), permut {a,b)
Jen-1, '
qfﬁﬁer(b,k) .
hn-jq,

i
--g)
Mft(b.n-jﬂ),
?*ﬁﬁer{h.n—j+1) {falls 2<j+1)
AL, asL(b), permut(a,b)

el _
W, L DrmmRe s S
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(permut{a,b) steht als Abkurzung fur b ist eine permutierte Yyersion von a").
grﬁBer(b,n-j+1) folgt aus griper{b,k) und n-jlken-j+1, also k=n-j+l. sort{b,n-j+1)
folgt dann aus sort{b,n-3+2), grﬁﬁer(b,n—j+2) und grﬁBer(b,n-j+1) durch “Anwenden”
des obigen Wissens. '

Man beachte den phﬁnomeno]ogischen Unterschied zwischen den beiden Beweistypen: Der
letzte Beweis war mehr oder weniger ein reiner “Rewrite"-Beweis (Ersetzen und Einset-

. zen in ahorn-K1ausen“), wihrend man im arsten Deweis an wesentlichen stellen mit dem
Existenzquantor (es existiert eine Permutation p) hantieren muBte bzw. Konzepte aus
der Mengenlehre (Quantifizieren iber Funktionen hier durch Yerwenden von |
“speiche?n“l'\esen“ umgangen) verwenden mubte.

Die Notwendigkeit, Beveistechniken anzuwenden, die die Ziel strebigkeit von
upewrite"-Beweisen zerstoren, kann man ungehen, wenn man bei der Prob1emdef1nition
sich auf eine jmplizite spefinition” der zugrunde 1iegenden Operationen, d.h. Angabe
yon als giltig vorausgesetztem, algorithmisch prauchbarem Wissen fm Stile von
Rewrite-Formeln konzentriért. Dies ist eine der wesentlichen Grundentscheidungen im
stanford PASCAL verifikationssystem (Luckham et al. (3], suzuki [481)

Be1sgie1 einer Definition des sortierbegriffes im Rewrite-Stil:
sort(b,1), permut(a,b) «asd b ist sortierte version von a.

_ sort{b,L(b)+1).
sort(b,t), grﬁBer(b.t). grﬁﬂer(b,t-l) «==p sort(b,t-1)-
sort(b,t), ist, ket, groper(b,t) == sort(vertausche(b.i,k),t).

grﬁsar(b,l).
grﬁﬂer(b,t), by sbt+l ==z} grﬁBer(b,t+1). :
groger(d,t), by?beel uxx} grﬁBer(vertausche(h,t,t+1),t+1).

speichere(spe1chere(b,i,bk),k.hi} = vertausche(b,i,k].

permut(vertausche(b,i,k},b).

permut{a,a)-

' permut(a,b) 4 permut(b,a).

permut(a,b), permut(b,é} am=) permut(a,c).

Diese Eigenschaften des sortierbegriffs und von in diesem Begriff {nvolvierten
Begriffen sind ausreichend, tm die sich im friheren Beispiel ergebenden Yerifika-
t {onsbedingungen zu bewelisen. '
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Zusammenfassend ist das Zusammenspiel zwischen Mensch und Maschine in einem
Computer-unterstiitzten Programmverifikationssystem ein iterativer Vorgang, bei dem
ein "Schritt" ("pass") wie folgt aussschaut:

Text bestehend aus teilweise entwickeltem Programm (Ergebnis der vorherge- '
henden Stufe, am Anfang leeres Programm) und Spezifikation von Unterproblemen
{am Anfang nur das vom Menschen spezifizierte Gesamtproblem}.

|
. .
Zusammenstéilen von relevantem Wissen iber die involvierten Grundbegriffe

durch den Menschen {nachschlagen, seiber erfinden und beweisen, allenfalls
Unterstiitzung beim Beweis durch universelle oder spezielle Theorem Prover).

|

V%
Vorschlag fiir induktive Bshauptungen und Programmteile fiir die noch nicht
bearbeiteten Unterprobleme durch den Menschen

l
\%

Erzeugen der Verifikationsbedingungen bzw. von Problemspezifikationen fiir
weitere Unterprobleme durch die Maschine

[

Vi
Versuch des Beweises der Verifikationsbedingung unter Verwendung des rele-
vanten Wissens (in Rewrite-Form) durch einen automatischen "Simplifier" (das

relevante Wissen, versehen mit strategischen Hinweisen fiir seine Verwendung
wird durch den Menschen beigestellt, siehe aben)

!
\/

\\\ Analyse des Beweisergebnisses durch den Menschen, H1nwe1se durch die
Hasch1ne
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Stand der Entwickiung: Computer-unterstiitzte Al gorithmenverifikation hat einen Stand
erreicht, wo Togisch anspruchsvolle Algorithmen {im Stile der Algorithmen in Aho,
Hopecroft, Ullman [ih durchaus sinnvell interaktiv mit maschinellen Hilfen an nicht-
trivialen Stellen entwickelt werden konnen. Das am weitesten fortgeschrittene System
fst der stanford-PASCAL-Verifier {Luckham et al. [31], Polak {ao).

Andere computer-unterstitzte Verifikationssysteme, bei denen die Methode der finduk-
tiyen Behauptungen z-T. nur eine untergecrdnete Rolle spielt, sind 2.8. Boyer, Moore
(9], Gerhart et al. (20] und Gordon et al. (23] ~

u

Computer-unterstﬂtzte Programmtransfnrmationen
w:u----.------n.----a;---x**********i***i***t*

Ausgehend von der Ohbersicht iber das Zusammenspiel swischen Mensch und Maschine in
der Computer-unterstﬁtzten Programmverifikation ergibt sich in natiirticher weise die
Frage, ob der Schritt

Text bestehend aus problemspezifikationef, Programmteilen, Wissen 1

?
4

Vorschlag fur {nduktive Behauptungen, neue Programmteile

““Hh*‘ﬁ*hh‘"“*-tz.

spezifikation von Unterproblemen Beweis der verifikationsbedingungen

"1;;anssuo;qemao;supJ1" uLd

neuer Text bestehend aus Prob1emspezif1kationen, Prngrammte11en, Wissen
in welchem also zuerst Pragrammteile und induktive Behauptungen vorgeschlagen und
dann fhre gegenseitige Vertrig]ichkeit'bewiesen wird, nicht einfacher und natiirlicher
ersetzt werden kann durch einen Schritt der Art
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Text bestehend aus Problemspezifikationen, Programmteilen, Wissen

v

Vorschlag fiir eine korrekte Transformation des “"Textes"” durch den Menschen

!
%

Durchfiihrung bzw. Kentrolle der korrekten Durchfihrung der Transformation durch
die Maschine ‘

1
Vv

neuar Text bestehend aus Problemspezifikationen, Programmteilen, Wissen
Dies setzt voraus, daB man durch Beobachten des Programmentwicklungsprozesses

geniigend viele und allgemeine Transformationsregeln herausfiltern kann, die
einerseits algorithmisch durchfithrbar und

andererseits “"korrekt" sind in dem'Sinne, dap ein : S
*Problem/Programm”-Text immer in einen iquivalenten “Problem/Programn”-Text
uberfihrt wird, ; : '

und daR ein geniigend allgemeine Sprache vorhanden ist, in welcher Konglomerate aus
{deskriptiven) Problemspezifikationen und (algorithmischen) Programmbeschreibungen
formuliert werden kinnen. Transformationsregeln sind dann in zwei verschiedenen Pha-
sen der Programmentwicklung notwendig:

Transformationsregeln, die angewandt auf die Spezifikation von (Teil)}Problemen
einen beziiglich der Problemspezifikation korrekten {Teil)Programmtext
Tiefern und

Transformationsregeln, die angewandt auf ein (relativ zu einer bestimmten
Problemspezifikation korrektes} Programm ein dazu dquivalentes (und damit
ebenfalls korrektes) Programm liefern, das effizienter ist.

er zunichst schwierig erscheinende Ubergang ist der von einer Ystatischen"
Problemspezifikation {Beschreibung eines Wunsches) zum "dynamischen" Algorithmus
(Methode zur Erfiillung des Wunsches). An dieser kritischen Stelle “Oroblem --?
Algorithmus" sind Sprachkonstrukte niitzlich, die :
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gleichzeitig als Problembeschreibung und

gleichzeitig als Beschreibung eines Programmes Zur Ldsung des Problems
aufgefaBt werden kdnnen, weil mit ihnen in natiirlicher Weise zwei "semantiken” ver-
bindbar sind, namiich eine deskriptive (statische) semantik (Semantik des
Sprachkonstrukts = ein Sachverhalt) und eine algorithmische (dynamische) Semantik
{Semantik des Sprachkonstrukts = eine Funktion). Solche Sprachkonstrukte sind typisch

Rekursionen,

Rewrite-Rules und
HornaCl ausen-Mengen.

Dementsprgchend haben sich die Bemiihungen der letzten Jahre in zwei Richtungen
entfaltety Die Entwicklung von korrekten Transformationen, mit denen man von beliebi~
gen Problemspezifikationen zu rekursiven (Rewrite, Horn-Cl ausen) Programmen (siehe
7.8, Kowalski [29]) fur die probleme kommt, (wobei man noch keinen besonderen Wert
auf die Effizienz der Programme Jegt) und auf die Entwicklung von korrekten Transfor-

mationsregeln, mit denen man von rekursiven {Rewrite, Horn-Clausen) Programmen zu
Hquivaienten, aber effizienzmifig besseren rekursiven und schlieflich zu iterativen
Programmen kommt. Wir zeigen die dazu entwickelten Ideen wieder an Beispielen.

Beispiel fir die Synthese eines rekursiven Programms. durch Anwenden von Transfor-
mationsregeln ausgehend vor der problemspezifikation {aus Mamna, waldinger [34],
[38]). (Wir hoffen, dab die in diesem Beispiel verwendete Notation fur Sprach-
konstrukté und Darstellung von Entwurfsvorgdngen selbsterkldrend ist).

Spezifikation des expliziten FFODIZE
Gegeben: a,n (a 7ahlenfolge der Linge n)-
Gesucht: 2

sodaB: fur alle i mit lein: a4 < 2.

Wir geben dem (noch nicht lo_r:hgngep_e_g)__l_t_i_sgng.en grggga_a_m_ej_ nen_Namen und erzeugen ein
LGsungsprogramm durch das Sprachkonstrukt Yachieve":
max{n,a) (output:z):

achieve fir alie l<i<n: 2§ < Z. Ein nicht algorithmisches *Programm” .

Ee_lgursive Programme entstehen durch Zerlegen eines Problems in Unterprobleme:

...._.__.._._____._.._._,_...._....._.__......___,........____.___.___._._.

achieve fiir alle 1<i<n : aj < L.

T

(1) prove n=l (2) prove n*l
achieve fir alle 1<idn : aj €2 achieve fiir alle l<i<n : aj < z.
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(Diese Zerlegung hat zum Ziel, daB man schlieSlich zu einer Situation kommen michte,
WO

achieve fiir alle l<i<n : aj < 2

prove n = 1 prove n¥l
ein Programm Fy ein Programm F2
. »

{Von dieser Situation kommt man mit der folgenden Transformationsreget schlieBlich
zum Ziel:)

L3

Aus einer Entwurfssituation _ achieve g
prove py prove ps
F1 F2
kann man zu i
Jf p1 then Fq else Fy

— T L it o arw t mn oy mm m— m— - ——

— —
—— e e v —— o — — T —

prove n=1
achieve fiir alle 1ci<n : 2y <z

|

prove n=}
achieve a £z

(*)
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prove n=1
achieve a) < aj
Z = a]

{**)
prove n=]
prove 2) < aj

z =3

(¥**)

.y

. prove n=1

=z = a1.

Kreationsregel fiir beliebige Anweisungen F {verwendet in {*)):

—— e — ——

Yon achieve p

kann man zu " achieve wp(F,p)
. F

iibergehen. he

wp(F,p) ist hier die "weakest precondition (schwidchste Vorbedingung, Dijkstra [18])
fir F beziiglich p", das ist die Eigenschaft, die die Werte der Variablen vor
Ausfﬁhrund von F genau dann haben miissen, wenn die Werte der Variablen nach
Ausfithrung von F die Eigenschaft p haben. {Oder extensional ausgedriickt: wp(F,p) hat
als Extension genau die Menge aller "Zustinde" {Wertekombinationen der Variab!en),
die durch Ausfiihrung von F in Zustinde ibergehen, die p erfiillen).

Z.B.  wn(x := t(x),p(x)) = p(t(x)),
also wp(z := aj, a1 < z) = (a1 < ay).

Eliminferungsregel _fiir achieve (verwendet in (**)):

— " — — T — —

Von (achieve p) kann man zu (prove p) ibergehen,

§1j.m_i_nle_gugggriggi_fy prove (verwendet in (***)):

(prove p) kann man streichen, wenn sich p an der betreffenden Stalle {unter den
dort wirksamen Yoraussetzungen) beweisen laft.

{Die bisher angegebenen unscheinbaren Regeln schliefen
einerseits die gesamte Logik ein
(weil {prove p) die Aufforderung enthilt, P zu beweisen, um dann (prove p) elimi-
nieren zu kdnnen) und
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anderersefts die Charakteristik der wesentlichen Programmiersprachenkonstrukte
(weil achieve p die Aufforderung enthilt, ein geeignetes F vorzuschlagen, sodaB
wp(F,p} an der betreffenden Stelle (durch eine weitere Programmverfeinerung)
erreichbar oder (aufgrund des bereits konstruierten Programms) beweisbar ist}

Beachte hier und an spiteren Stellen, daB der VYorschlag fir ein geeignetes F vom

Problemloser kommen muB. Die Transformationsregeln kontrollieren nur die Korrektheit
jedes einzelnen Entwurfsschrittes.

I o e i vt — e —— o

— T —— At — ———— — —n " — —

siehe unten):

prove n?l
achieve fir alle l<i<n : 2§ <2

(daB diese Zerlegung des Problems etwas bringt, braucht einen
“Einfall")

-

prove n*l
achieve (fir alle 1<i<n-1 : aj<z) und

a, < 2

(*) ,

prove m1

achieve (fir alle 1<i<n-1 : aj < z}

achieve ap <2z \

prove fur alle l<i<n-1 : aj <z
(**)

prove ntl
max {n-1, a} !
assert fiir alle lcien-1 : 25 €2
achieve ap € 2
prove fiir alle 1<i<n-1 : aj < z
{vgl. Problem (1))

T
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prove ml prove n?l

max {n-1, a} max (n-1, a)

assert fur alle leicn-1 @ 2§ €2 agsert fir alle lcicr-l @ 2§ € 2

prove an < Z zt =2 '

prove fiir alle l<ien-1 @ 3 ¢ 2 prove fir alle 1<isn-l 2 a3 ¢ 2
(*+*)

,,(Verwe.nden yon logischen Sch1uBr‘ege1n)

prove 121 prove nrl
?ax (n-1, &) max {n-1, 3)
prove 2 < Z assert fir alle 1cien-1 t 3§ ¢ I

prove fir alle 1<ien-1 3 af < 2n

zZ + = 4dn
(Verwenden von 1ogischen Schl upregein)

*~ prove 1
max (n-1, )

— provez { 2,
z = an

/

Transformationsrege] fir if

N/

prove el
max (n-1, 2)
ifzt ap then z @ = 2n°

._.-—_.—.-—..-.- e o ————

achieve fur alle 1¢i¢n = 3j € 2+
acn ==

prove n=l : o prove nrl
z @ =21 max (n-1, 3}

\ ' '_i__f/ztanthenz:-an

Transfomationsregei fur if
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max{n,a): {output z}
if n=1 then z := ay
else max(n-1,a)
if 2 < ay then z := a,.

Das ist das synthetisierte korrekte Programm.

Regel fiir die glefchzeitige Erfiillung von Zielen (verwendet in {*)):
Yon achieve(p und q)
kann man zu achieve p (Ttes: schreibe ein Programmstiick, das p
erfiillt;
achieve q schreibe ein Programmstiick, das q erfiillt;
prove p beweise, daB p noch immer eflillt ist)

iibergehen.

{Warum kann man nicht einfach zu achieve p tibergehen?)
achieve g
L™

e e o ——— e e —an ——— ——

e

Wenn man bei der Bearbeitung eines Programmes f(x)
ausgehend von achieve p{x)

die Situation achieve p(t{x))

erreicht, wo xt(x) in Bezug auf eine noethersche Ordnung > (Terminationsgarantie!},
dann kann man wie folgt ersetzen:

achfeve p(t(x)) durch f(t(x)).

Regressionsregel (verwendet in (*+*)):

kann man zu achieve wp(F,p) ibergehen.
. achieve p . F

Tloe allgemreine Strategie zur Transformation rekursiver Programme besteht in folgen-
“em Dreischritt '
L. Entfalten

2. Anwencen von algebraischen Gesetzen
3. Falten

(3tene Burstall, Darlington [17], [16]).
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"Entfalten" besteht im wesentlichen im wiederholten Ersetzen und finsetzern unter Ver-
wendung der Definitionen bzw. rekursiven Beziehungen zwischen den beteiligten
Funktionen.

Den entstehenden Ausdruck kann man mit Hilfe der fir die beteiligten Funktionen
giiltigen Gesetze (z.B. Assoziativitit, Kommutativitdt) in eine andere Gestalt
bringen.

in dfeser neuen Form kann man versuchen, eine Instanz des deffinierenden Terms der
interessierenden Funktion wiederzufinden und durch einen Aufruf der interessferenden
Funktion (fir ein "kleineres" Argument) zu ersetzen {"Falten").

Génaver sind z.B. die folgenden Transformationen zur Umformung rekursiver Programme
nitzlich:

—— i e —

Man kann jederzeit eine neue Gleichung einfithren, deren linke Seite keine Instanz
einer frilheren Gleichurg ist.

.

Substitutionsregel: -

Man kann jederzeit eine Gleichung einfiihren, die aus einer friiheren Gleichung durch
Einsetzen (von Termen fiir Variable) entsteht.

1

Wenn £ === E' und F === F* Gleichungen sind und in F' eine Instanz Ex[t] von E
vorkommt, dann darf man )
F €=ea p¥
als neue Gleichung einfilhren, wo F' aus F' dadurch entsteht, daB man Ex[t] durch
E'x[f] ersetzt.
Mobei-Regel:
VYon einer Gleichung E €=== E' kann man zu
(E Cuma E'tl.-..,tn[ul""iun]’ wobei (uy,...,up) = (t15-004t5))
Ubergehen (hier sind t1,...,tp Terme und uj,...,u, Variable).

{Die Wobei-Regel kann mehrmaliges Ausrechen ein und desselben Terms vermeident)

- — o — - — e ——

Man kann von einer Gieichung E === ' zu einer Gleichung E === E* libergehen, wo E*
aus £' durch Anwenden der fiir die beteiligten Grundfunktionen giilltigen Gesetze
{Assoziativitit, Kommutativitit ...) entsteht.
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Falten:
Wenn E €=== E' und F €=== F' Gleichungen sind und in F' eine Instanz E'y[t] von E'
vorkommt, dann darf man

F g=== £ |
als neue Gleichung einfithren, wo F" aus F' dadurch entsteht, daB man E'y[t] durch
Ex[t] ersetzt.

Diese harmlos aussehenden Regeln haben, im Sinne der Strategie "Entfalten, Umwandeln,
Falten" angewandt, eine sehr grofe effizienzverbessernde Kraft (dies ist andererseits
nicht verwunderlich, da die Regeln "Einsetzen" und "Ersetzen" im wesentlichen bereits
einen universellen Computer konstituieren).

Beispiel der Transformation eines rekursiven Prgramms in ein effizienteres:

Wir gehen von fo1gen5§r rekursiver "Definition” der Fibonacci-Zahlen aus:

(1) f(0) €===1

(2) (1) €===1

{3) f(x+2) §=== f(x+1) + f(x)

und transformieren in folgenden Schritten:

* (8) g(x) === (f(x+1},F{x)) N {Definitionsregel)

{5) 9{0) g===(f(1),F(0)) {mit Substitutionsregel aus (4})

(6) g{0) €=== (1,1) {mit Entfaltungsregel aus (5) und
: _ (1},{2))

(7) g(x+1} €=== (f{x+2),f{x+1)) {mit Substitutionsregel aus (4))

{8) a(x+1) &=a= (f{x+1)+f(x),f(x+1}) {mit Entfaltungsregel aus (7),(3))

{9) g(x+1) €=== {u+v,u), wobei (u,v) = (f(x+1),f(x))
{mit Wobsi-Regel aus {8))
{10) g(x+1) €=== (u+v,u), wobei {u,v) = g{x) (mit Faltungsregel aus (9),(4))
(11) #(x+2) &=== u+v, wobei (u,v)} = (F(x+1),F{x)){mit Wobei-Regel aus (3))
(12) f(x+2) C=== u+y, wobei (u,v) = g{x) (mit Faltungsregel aus (11},(4)}.

Zusammenfassend erhdlt man folgendes rekursive Programm fiir f:

f(D) {=wz }
£{1) guam g

f(242) €23= usv, wobei (u,v) = g(x)
U3 €= (1,1

Hxel) Sa=x (utv,u), wobei (u,v) = g(x).

3ie Zerechnung von f(n} nach dem urspriinglichen Programm braucht exponentiell viele
Sthritte (Additionen), nach dem zweiten nur linear viele Schritte.
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Die Transformation rekursiver Programme zu iterativen kann mit denselben Regeln

bewerkstel1igt werden. Eine Menge von Gleichungen fiir Funktionen fi,--..fy ist in

jterativer Gestalt, wenn jede Gleichung entweder die folgende Gestalt hat:
£i(x]s0ees%y) €=2= £ WO E keines der Funktionssymbole fy enthalt

oder £ von der Form fk(El,...,En) ist, wo keines der E4 ein f4 enthdlt.

Fiir solche "rekursive® Gleichungen ist es namlich klar, wie man sie sofort als while-
Programme schreiben kann.

x
stand der Entwicklung: Das groBte derzeit konsequent nach dem Gedanken der Transfor- -
mationsregeln computer-unterstiitzte Algor1thmen-Entwurfssystem ist CIP (TV Miinchen,
siehe, Bauer [2], Baver et al. [4], Bauer [3], Bauer, Wossner [5]). Eine groBe Fulle
von Transformationsregein der chigen und dhnlicher Art wurde fiir dieses System
theoretisch und praktisch untersucht (siehe z.B. Partsch, Pepper [39]). Das System
wird unter anderem zu sefner eigenen Entwicklung verwendet. Fir ein Beispiel einer
effizienzverbessernden Unwandiung einer Rekursion in eine Iteration siehe auch das

Nimmspiel im zweiten Abschnitt dieser Vorlesung.

LS

Computer-unterstiitzte Strategien zur Programmsynthese

Die Cbmputer-UnterstUtzung bei der schrittweisen Programmtransformation bezieht sich
zunichst nur auf die Durchfiihrung bzw. die Xontrolle der Durchfihrung der einzelnen

* Transformationen, wobei der menschliche Problemléser auf Grund seiner Einsicht in den
Problemlfseprozed stets die wesentlichen Impulse fiir die durchzufithrenden Transfor-
mationen gibt. Es ist nun naheliegend zu untersuchen, inwieweit die Auswahl der im
konkreten Stadium des Problemldseprozesses giinstigen Transformationen nicht auch
durch den Computer unterstiitzt bzw. vom Computer selbstindig durchgefihrt werden
kann.

In Yerbindung mit den im vorigen Bbschnitt angegebenen Regeln fir die Transformation
rekursiver Programme werden solche Strategien z.B. in purstall, Darlington [16]
entwickelt. Durchsicht der Beispiele zeigt, daB nur an sehr wenigen Stellen im
TranformationsprozeB ein "einfall® notwendig ist. Dieser besteht meist in einer
geschickten Finfihrung einer neuen Funktion durch Definition, dié in einem gewissen '
Sinne "allgemeiner® ist ais die eigentlich interessierende Funktion (vergleiche das

. Prinzip der “Generalisierung” bei Polya [41]). Diese Stelle ist im Beispiel mit * -
gekennzeichnet. Das System von Bursta1l-narlington ist in der Lage, im wesent]ichen

unter Eingabe nur dieser Information durch den Benutzer fir viele Beispiele der im
vorigen Abschnitt beschriebenen Art, den Umwandlungsprozed selbstindig durchzufiihren,
wobei im wesentlichen folgende Strategie verwendet wird:
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» Entfalte die vorhandenen Hilfsgleichungen und
die Gleichungen fiir die interessierenden Funktionen (vor allem auch die durch
Definition neu eingefiihrten Funktionen),
bis keine weitere Frtfaltung mehr mdiglich ist

(bzw. bis zu einer vorgegebenen Schachtelungstiefe),

e versuche unter Anwendung der fiir die Grundoperationen vorhandenen Gesetze bzw.
unter Benutzung der Wobei-Regel eine Identifizierung von Teilen der rechten Seite
der Gleichungen fiir die fnteressierenden Funktionen mit den rechten Seiten der
definierenden Gleichungen selbst herbeizufihren, sodaB dann

%

. Fa'ltungsoperationeﬁ durchgefiihrt werdan konnen.

Die Anwendung von Gesetzen und der Wobei-Regel wird dabei bis knapp vor den
FaltungsprozeB verschoben, um den Suchraum zu verkleinern.

Lin anderes auf die automatische Realisierung von Transformationsstrategien aus-
gerichtetes System ist das System LOPS von Bibel (siehe z.B. Bibel [6], Bibel,
Horning [7]). Wesentliche Charakteristika dieses Systems sind
iu,- .
Anwendung eines Theorem-Provers als Hilfswerkzeug an bestimmten Stellen de
Transformationsprozesses und R

Aufstellen von Vermutungen durch einen Beispielgenerator an anderen Stellen des
Transformationsprozesses. ’
Die wesentlichen Basisstr%tegien in diesem Ansatz sind:
1. "Erraten" eines Elements,

2. Ermittlung eines verniinftigen “Bereichs® fir das erratene Element und
3. “rekursive Entfaltung” der aus 1. und 2. resultierenden Problemspezifikation.

Die Strategie “Erraten” besteht im wesentlichen darin, daB eine Problemspezifikation
fiir ein explizites Problem der Gestalt

"Gegeben: x, sodaB E(x)
Gesucht: y, sodaB P(x,y}"
I wesentliche dquivalent umgewandelt wird in
"Gegeben: x,y', sodaf E(x) und
P'{x,y")
Gesucht: y,  sodaB P(x,y) und
(yay' oder yzy')". '
{ia FaHe,_ daB y eine Mengenvariable ist - was im Normalfall aus dem syntaktischen
fontext automatisch abgelesen werden kann - steht statt der letzten "Bedingung" y=y'
8Cer y=y'" die Bedingung "y' ey oder y'¢ y". Diese immer wahren Bedingungen haben
*ur den Jweck, die automatische Problemzerlegung einzuleiten).
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Als P'(x,y') kann irgendeine Abschwichung der Bedingung P(x,y) genommen werden, d.h.
eine Bedingung, die den Bereich der moglichen y' moglichst einschrinkt, dabei aber
von miglichst einfacher logischer struktur ist. Die Strategie "Bereich” ist eine
automatische Prozedur, ein geeignetes P'{x,y) (z.B. in K1ausen-Form) aus der syntak-
tischen Zerlegung von P{x,y} (z.B. in Klausen-Form) zu finden. Jede Kombination von
Klausen in P(x,y), die ungleich P selbst ist, konnte zur Bildung von P*(x,¥')
herangezogen werden (in der Tat entsprechen verschiedene Auswahlen von P' oft
verschiedenen Algorithmen zur Losung des vorgegebenen Problems). Die Strategie
"Bereich* versucht eine Auyswahl dadurch zu treffen, daf die _

Anzahl der Elemente y', die P'(x,y') erfillen, moglichst klein wird,
+ die Entscheidung ther die Giltigkeit von p'{x,y') fir vorgegebene y’ mit den
. vorhandenen Operaticnen komplexitdtsmaBig moglichst einfach wird

und sowohl der Fall “"P'(x,y')" als auch

N der Fall "nicht P'(x,y')" eintreten kann.

Der erwihnte Beispielgenerator ist unter anderem fiir die avtomatische Beurteilung
dieser Kriterien in konkreten Fidllen gedacht.

Die Strategie "rekursive Entfaltung" besteht im dquivalenten Unwandeln der durch die
Strategien “Errategf und *Bereich" erhaltenen Formel, wobei

mit Hilfe des Theorem-provers nachgepriift wird, ob systematisches Ersetzen von y

durch Terme der Gestalt t(y) zu dquivalenten Formeln fithrt.

Welche Terme an welchen Stellen gunstig zu ersetzen sind, um eine dquivalente
;Formel zu erhalten, wird oft durch die syntaktische Struktur der Formeln nahege-
f}egt, wobei sich gewisse immer.wiederkehrende Rekursionsschemata anbieten.

Es werden zwei Beispiele aus Bibel [6] und Bibel, Harnig [7] angegeben (fUr den Fali

einer Problemstellung mit Zahlvariablen und einer Problemstellung mit Mengenvariablen
¥)e '

Beispiel Problem der Maximumbildung:
Gegeben: S (Menge), '
sodaB: S+#4.
Gesucht: m,
sodaB: me S, S <.
Max(S,m)
(S < m : {==¥ Fiir alle x €5 : xam).

" Anwenden der Strategie “Erraten" liefert die (dquivalente) Problemstellung :
Gegében: s,m',
- sodaB: P'{S,m'}),
S? ¢
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Gesucht: m,
sodaB: Max(S,m),
(m=m* oder mm*).

Als P'{S,m') bieten sich hier entweder m' ¢ S bzw. S < m' an. Nachdem S < m' das

Element fast v811lig unbestimmt 1aRt, wdhrend m' ¢ S die mgglichen m' stark beschrinkt,
liefert die Strategie "Bereich® die Entscheidung fir P'(S,m') : &===} p' ¢ S.

Die triviale Alternative (m=m' oder m#m') hat die Kraft, die Problemstellung in zwel
Teile aufzuspalten:

Gesucht m, soda (m' €S, S # ¢ ===» Max(S,m),m=m')

und :

Gesucht m, sodap {m' €5, S # ¢ ===% Max(S,m},m#m').

Die Strategie “rekur;ive Entfaltung" Tegt nahe, vor allem in der zweiten Alternative
zu versuchen, durch die Substitution S ---3 S-[m'} eine (unter den gegebenen
Bedingungen) #quivalente Formel zu erhalten. DaB S-{m'} der geeignete Term ist, wird
nahegelegt, wenn man z.B. mit eirer der Bedingungen in Max(S,m) beginnt und schaut,
in welcher Weise sie sich unter der Zusatzbedingung m#m' Hquiva1ent unformen 1&3t:
m'eSx#(ms&mm'h“)mF&MW,mW)

{An solchen Stellen ist ein automatischer Beweiser das wesentliche Werkzeug). Wenn
man diese Substitution konsequent durchfiihrt, entdeckt der automatische Beweiser, daB
das urspriingliche Problem in folgende dquivalente Form ibergeht:
{*) Gegeben: S,m’,

sodafl m' ¢ S,

Gesucht: m
sodaB (S#¢ ---> Max(S,m)) oder _
S-{m'} # ¢ ---¥ Max{S-{m'},m), m'¢m, S # [m'})

Der fir die konstruktive Durchfiihrung wichtige Term m'dm anstelle von m'#m wird im
Wechselspiel zwischen Beispielgenerator und avtomatischem Beweiser nahegelegt. (Siehe

- duch die grundsitzliche Beobachtung zur Erzeugung von neuem Wissen aus der
Betrachtung von Beispielen im 2. Abschnitt).

Eine Problemspezifikation wie die in (*} Xann nun entweder als Programm fiir einen
- #3tomatischen Beweiser mit spezieller Kontrolle zur zielstrebigen Durchfithrung von
boweisen bei rekursiver Problemdefinition {PROLOG-artige Interpreter) genommen
werien. Oder es wird das Beweisverhalten direkt beschrieben, d.h. der dem-
#atidrechende rekursive Algirthmus in einer algorithmischen Sprache angegeben:
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max({S):
m' := such that m' ¢35
if S = {n'} then retura n';
my := max(S-{m'})
if mg<' then return =°
else return mo.

Beispiel Partition einer Menge:
Gegeben: $ {Menge), a (Element},
sodaB: a £ S.

Gesught: 51,
sodaB: S1< S - {al,
JFﬁr alle x; {x e 8] {===> x e §, x(ql.
(Part (S,a,57)).

Anwenden der Strategié “Erraten” liefert die Problemstellung

Gegeben: §,a,u N
sodaB: P'{S,a,u),
aes. : T

Gesucht: S,
sodaB: Part(S,a,51),
(u ¢ S oder u ¢ 51)-

Eine erste Wahl fur P'{S,a,u) ergibt sich aus der Bedingung 1 & s-{a} in.
Part(a,5,51). Die dementsprechende Bedingung P' ist u ¢ S-{a} (beachte: S1 ist eine
Mengenvariable, u eine Yariable iber Elemente).

Wieder spaltet sich das Probiem durch die Alternative {u e S1) in zwei F¥lle auf. Aus
der syntaktischen Struktur der Bedingung u e s-{a} ergibt sich als erster Hinweis fir
eine mogliche Rekursion die Ersetzung von S durch $-{u}.

Die Oberpriifung, fn welcher Weise die Formel nach Ersetzen S --=» S-{u} dquivaient
erhalten wird, ist wieder eine Aufgabe, die von einem automatischen Beweiser galidst
werden kann. In diesem Fall erhdlt man die Formulierung:

Gegeben: 5,a,u,
sodaB u ¢ S-{a},
aes.
Gesucht: 51,
sodaB Part({S-{u},a,51 U {u]), u e Sy oder
Part(s-{u},a,51), u ¢ S1.
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Un die algorithmisch nicht brauchbare Bedingung u e Sy bzw. u # 51, die das zu
konstrujerende S; involviert, in eine brauchbare Bedingung umzuwandeln, ist wieder
ein Beispielgenerator niitzlich, der an einem Beispiel "erkennt® (und dann zum allge-
meinen Beweis vorschldgt), warum u £ S1 eintreffen kann, namiich weil uda. Damit geht
die Spezifikation schlieBlich iber in ‘

Gegeben: 5,a,u,
sodad u ¢ S-{a},
aes.
Gesucht: S1.
sodaB Part(S-[E},a,Sl u{ul), a oder
Part(S-{u}.a,51), uwra.

Es ist klar, wie man eine solche Problemspezifikation in einen rekursiven und dann
jterativen Algorithhus umwandeln kann.

Die Entwicklung von allenfalls automatisierbaren Strategien zur Programmtransfor-
mation ist auch ein wesentliches Ziel in den Arbeiten von Manna seit 1970 (siehe z.B.
Manna, Waldinger [33]). Da wir aber im ndchsten Abschnitt niher auf Manma's Zugang
zur Programmsynthese von automatischen Existenzbeweisen her eingehen werden, sollen
diese Gedanken hier nicht weiter verfolgt werden.

Stand der Entwicklung: Die automatische Synthese gelingt bisher nur flir relativ ein-
fache Programme. Der minimum-cost-spanning-tree Algorithmus (siehe z.B. Aha,
Hopcroft; Ultman [1]) ist z.B. ein Algorithmus, der typisch ist fiir die Algorith-
menklasse, die sich in absehbarer Zeit automatisch synthetisieren lassen werden.

Computer-unterstiitzte Extraktion von Algorithmen aus Existenzbeweisen

P
L -

-

Beim Paradigma "Computer-unterstiitzte Programmtransformationen” war der Grundzyklus:
Mensch schlagt Transformation vor,
Maschine fiihrt Transformation aus bazw. kontrolliert sie,

%atn Paradigma “Computer-unterstitzte Strategien zur Programmanalyse” war der
srendayklus: '

Maschine entwickelt gemdd gewissen Strategien selbst Vorschlige fir Transfor-
sationen (mit gewissen Hilfen),

”*SChfne fihrt Transformationen aus bzw. kontrolliert sie.
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In diesem Abschnitt soll ein anderer Gedanke verfolgt werden, mit welchem die automa-
tische oder halbautcmatische Entwickiung {rekursiver) Programme aus Problemspezifika-
tionen ermoglicht werden soll: Die Extraktion von Algorithmen aus automati_schen oder
halbautomatischen Existenzbeweisen. Wir gehen aus von einem expliziten Problem der

Form

Gegeben: X
sodaB E{x}.
Gesucht: ¥
» sodaB P(x,Y).

Angenommen man hatte einen Beweis B der zugehirigen Fxistenzaussage {automatisch,
Jalbautomatisch oder hindisch gefunden): '

(*) Fir alle x existiert ein y, sodaB P{x,y)-

Dann wird in diesem Beweis normalerweise sehr _-n'el an Information stecken, wie man
aus einem beliebigen x ein geeignetes y mit P{x,y) findet, denn Existenzbeweise
verlangen {je na‘gh verwendeter Logik mehr oder weniger explizit} die Angabe von
“Bejspielen” y, die aus dem vorhandenen "Material® (den Konstanten) mit den voraus-
gesetzten elementaren Operationen gebildet werden kénnen.

pie automatische oder halbautomatische Synthese von Programmen 1dBt cich deshalb auch
zerlegen in die zwei Aufgaben: '

1. Automatischer oder halbautomatischer Beweis der Existenzaussage (*).
2. Automatische Extraktion des im Beweis von (*) konstruierten “15senden* Termes
aus dem Beweis. :

Dieser Gedanke zur {halb)autamatischen Programmsynthese wurde Anfang 1970 stark
verfolgt. Zwischenzeitlich warde er in den Hintergrund geriickt, wefl in den i1 fchen
universellen Beweisern das Instrument der Induktion, das fiir Beweise in algorith-
mischen Strukturen von grundlegender Bedeutung ist, nur Uber Umwege eingefilhrt werden
kann. In der Iwischenzeit wurde die Technik des automatischen Beweisens stark
verbessert. Der Gedanke der Extraktion von Algorithmen aus Existenzbeweisen lebt
deshalb wieder auf. '

Zunichst zwei Beispiele, was mit _"Extrakt*ion des losenden Terms aus einem
Existenzbeweis" gemeint ist. ' '
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Beispiel:
Betrachte das Problem

Gegeban: Nichts.
Gesucht: y,
sodaB y ist die Anzahl der Buchstaben, die sich an den Blittern des
folgenden Baumes befinden

B C

Definition der vorkommenden Grundbegriffe {als Horn-Clausen):

Anzahi(x,1) €--- Blatt(x)
Anzahl (cons(x,y},w) £--- Anzahl(x,u},Anzahl{y,v),utv=w

{Fiir "Anzahl{x,y)"* 1ieB "y ist die Anzahl der Blitter am Baum x"}.

Wir beweisen: Es existiert ein y, sodaB Anzahl{cons{A,cons{8,C}),y).
-
Dieser Existenzbeweis kann durch einen Resolutionsbeweiser dadurch gehefert wverden,
daB aus der Horn-Clause
€--- Anzahl{cons(A,cons(B,C}),y)
die leere Clause (ein Widerspruch) abgeleitet wird {unter Voraussetzung des Wissens
Blatt(A) €---, Blatt(B) €---, Blatt(C) €=--, 1+] x 2 §=-u, 142 = 3 £---).

Bewais: <£--- Anzahl{cons(A,cons{B,C)),y)
4--- Anzahl(A,u),Anzzhl{cons(B,C),v),utvsy  Substitution: u=1
{--- Blatt{A),Anzahl{cons(B,C},v),1+ysy
§--- Anzahl(cons(B,C),v),l4v=y
€--- Anzah1(B,u'},Anzah1{C,v*},u'+v'=y,14y=y Substitutionen: u'=l, v'=l
{--- Blatt(B),Blatt(C),1+1=y,1+y=y
£-ua T#lay, 1oyny ' Substitution: v=2
£-—- 142=y Substitution: y=3

a

Der Beweis zeigt nicht nur, daB ein gewiinschtes y existiert, sondern liefert auch
2inen Term, namlich 3, der als Beispial eines Resultats genommen werden kann. Der

iosende Term 3 kann mit dem Beweis mitgerechnet und bei Vorliegen des Bewe1595 s
422 Beweis extrahiert werden.
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Beispiel:
Der Satz "Jede konvergente Folge ist beschrinkt®, d.h.

IR At s\ At <7

Folgen a b &0 N

_kann als die Existenzaussage zum expliziten Problem
*Gegeben: a
sodaB a konvergent.
Gesucht: 5
» sodaf /?\l al < 5.
‘aufgefast werdenL Ein Beweis dieses Satzes liefert folgenden lisenden Term:

max{max{a§ n < Index(a,1) }} Tim{a)} +1),

wo 1im und Index zwei (nicht konstruktive) Grundfunktionen (“Basis-Algorithmen")
sind, die _
zu gegebenem konvergenten a den Grenzwert lim{a) bzw. _
zu gegebenem konvergenten a und vorgegebenem 20 einen Wert Index(a,c) iiefern,
sodaf 4/,/,:“\\\\ | ap-Tim{a} €=
n>Index(a,e)

Wir sehen also, daB die Extraktion von ltsenden Termen aus Existenzbeweisen ein ganz
naheliegender (und bet Vorllegen des Beweises auch algorithmisch einfacher) Vorgang
ist, (der oft aber nicht explizit durchgefiihrt wird).

Das eigentliche Problem ist also die (halb) automatische Durchfiihrung der Existenz~
beweise, die mit algorithmisch interessanten Problemen verbunden sind {und im Nor-
nalfall des Beweisinstruments der Induktion bediirfen). ‘

Manna und Waldinger [36] schlagen ein Beweissystem vor, das mit dem Existenzbeveis
gleichzeitig auch den losenden Term mitentwickelt und fnduktive SchiuBregeln zuldBt -
{induktton als SchluBregeln und nicht als Axiomenschema). Ein Beweis ist dabei eine
'quuenz“ der folgenden Art :

Behauptungen Ziele ‘ 1ﬁsende_Tenme
Ay(a,x} s1{a,x)
A2(a,x) ' sa(a,x}
61(a,x) ti{a,x)
Az(a,x) s3(a,x)
62(a,x) ta(a,x)
63(a,x) -~ t3(ax)
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(a ... ein Konstantenvektor, x ... ein Variablenvektor, Aj,Gj ... Aussagen, si,tj ...

Terme)}. Eine solche Sequenz hat die Bedeutung:

Wenn fiir alle x Aj(a,x) und
fiir alle x Az(a,x) und
filr alle x Ag(a,x),

dann fiir efn x Gy(a,x) oder
fir ein x Gp(a,x) oder
fiir ein x G3(a,x)-

Wenn eine Instanz eines Ziels Gj{a,x) wahr ist (oder eine Instanz.einer Behauptung
Aj{a,x) falsch), dann ist die entsprechende Instanz von ti{a,x) (bzw. sj(a,x)) ein
Beispiel ("losender Term") fiir das urspriingliche Problem.

Ein Beweis geschiehf-dadurch, daB zu einer bestehenden Sequenz durch Anwenden
bestimmter SchluBregein neue Zeilen hinzugefiigt werden. Es sind vier Gruppen von
SchluBregeln vorgasehen:

Splitting Regeln

Transformationsregeln

veraltgemeinerte Reso]utionsregelg‘und

strukturelle Induktion.
Mit den Splitting Regeln kann man Behauptungen und Ziele in ihre Bestandteile
zerlegen. Z.B.

wenn Fud 6 t | in der Sequenz vorhanden ist
kann man zu F t Ubergeher.
6 e
ITEHEQBE?Ejgpipgggjﬂ erlauben es, beliebige alligemeine und fiir verschiedene Daten-

bereiche spezielle Beweistechniken bzw. gliTtige Sdtze als SchluBregeln auszuniitzen:

{2} tine Transformat ionsregel der.Gestalt (r k== 5, falls P} darf man wie folgt zur
Erzeugung einer neuen Behauptung verwenden:

venn F t in der Sequenz vorhanden ist,

kann man zy PO mmed ta iibergehen.
Fofrec--so]
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{Hier ist © ein (allgemeinster) Unifikator von 1 und einem Unterausdruck r' von
F. Folrek-- so] ist der pusdruck, der aus Fo dadurch entsteht, daB man '
r'e=r6 Uberall durch s@ ersetzt).

{b) Analog kann mam eine Transformationsrege] der Gestalt (r k¥=) s, falls P} wie
folgt zur Erzeugung eines neuen Ziels verwenden:

wenn G t in der Sequenz vorhanden 1st.'

“Rann man U Po und to libergehen.
Go[re 4-- 6]

Vera]llgemeinerte Resolution:

.—.——-—-_.—__....-_

Seien F und G €in Ziel und eine Behauptung, die zwai Unterausdriicke Py und
Ps enthalten, die sich mit © allgemeinst unifizieren lassen (P1 und P1 seien nicht im
Wirkungsbereich eines Quantors).

Wenn N F 13} in der Sequenz vor-
G : - t2 handen sind, -
:
dann darf man zu Fe[Ple(--EIgg] und if Pio Ubergehen.
| nicht(Ge[Pzek--false])] then T19
else t20

_...-—_....—__.....-——_

falls man ausgehend von pla)

R{a,2) _ z

in der Sequenz ZU R(s,2') ‘ t(z") geﬂanﬁt.

dann kann man die Induktionshypothese

Wenn ufa dann
| (wenn P{u) dann R(u,f(u}))

hinzufﬁgen. ’



€ ist hier eine wohl-fundierte Ordnung, f st das Programm, das man konstruieren

michte.

{Diese Induktionshypothese erlaubt es, durch Resolution wie folgt weiter zu
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schliefen:
true und, t{f(s))
nicht {wenn s¢a dann
{wenn P(s) dann false))
das ist s€a und P(s) t{f(s))

d.h. als Beweisziele bleiben noch s¢a ("das Argument fiir f hat sich verkleinert") und

P(s) {"das Argument s erfiillt die Eingabebedingung").

Beispiel fiir die Konstruktion eines Programmes als Tiésender Term eines

txistenzbeweises:

Problem: Quotient und Rest bei ganzzahliBer Division.

Als Startzeilen einer Sequenz stellt man dieses explizite Problem wie folgt dar:

0<z<j
{Ausgabebedingung)

Behauptungen | Ziele 16sende Terme
div{i,j) rem{i,j)
1. 0<i und 04
(Eingabebedingung) |2. i=y.j+z und y z

Als Grundwissen lber =, < fiigen wir hinzu

3. u=y
4. {ucy ==) nicht{v€u))

Qurch Anwenden der Splitting Regeln erhidlt man

15. U3
6. O

¥issen iber die Multiplikation verwendet man als Transformationsregeln, und zwar:
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D.v E==2 0

(utl).v E==) w.viv.

Anwendung der ersten dieser Transformat ionsre

geln auf Ziel 2. fuhrt zu:

7. §=0+z und Ozt

Bhnlich fiihrt die Anwendung der

]3. j=z und 0<z¢j

0 z
Transfurmationsrege1 O+y w==d v U
\ 0 ' z

.

Resolution angewandt auf 3. und 8. fiihrt Zu

9. 0i45

o 1 1

—

Nochma

1s Resoiution angeuandt.auf 5.

und 9. fihrt 2u

[ o B

\ Tho.

(In diesem Stadium Kan

Werte von (uotient und Rest sind}.

puf das Ziel Nr. 2 kann
tion anwenden und erhalt

man aus dem Beweis ablesen,

man jetzt die sweite Transformd

daB im Fall i€j, 0 und 1 die

tionsregel fur die Multiptika-

11. i-yl.j+j+z und
0<z%3

yitl z

Die Transformationsre

gel usvin p==d U=V, angewan

dt auf 11., ergibt:

12. i-j=y1-itz und
0<z¢j

yi+l z

74el 12. hat mn wieder gen
stelle wird die

au die Gestalt des urspriingl iche
ntsprechende Induktionshypothes

n Zieles 2. An dieser

e eingefihrt:

13, Wemn (up,u2)8(i,3), dann

{wenn O<uy und RRuz,
dann u1=div(ul,ug}.u2+rem(u1,uz)
- und O<rem{uy ,UZ)(uz)
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Burch Resolution zwischen 12. und 13. erhdlt man

4. (i-3,5)€(1,5) und div(i-j,i)+1 | rem{i-j,i)
0<i-j und 0£j '

Jetzt miB eine geeignete wohlfundierte Ordnung zur Verfilgung stehen, z.B. die durch
die folgende Transformationsregel definierte Ordnung €':

{ug,u2)€' (vy,v2) === true, wenn updvy,

Dadurch entsteht das%neue Ziel

15. i-3€i und 0<i-j div(i-j,j)+1 | rem{i-j,j)
und 043 : :

Daraus folgt im wesentlichen durch Resolution mit den Behauptungen 6. (043) und
4. (u<y ===> nicht(v{u)) '

16. nicht(i€j) div{i-j,j}*1 | rem{i~j,i)

-
(D.h. man weiB in diesem Stadium des Beweises, daB im Fall j<i Quotient und Rest von
T und § durch div{i-j,j)+1 und rem{i-3,j) “rekursiv" bestimmt werden kinnen).

Aus 10, und 16. kann man schlieBlich durch einen {etwas modifizierten)
Resolutionsschritt

_ div(i,j) ren(i,§)
19. true - Af i if €5
then 0 then 1
else div(i-j,j)+1 else rem(i-j,j)

erhalten. true in der Zielspalte zeigt an, daB man aus den Spalten fiir die ldsenden
Terme die endgiiltigen (rekursiven) Programme fir div und rem entnehmen kann.

Etnen sehr interessanten Gedanken, fn welcher Wefse man die Information, die in
Existenzbeweisen steckt, noch fiir algorithmische Zwecke verwenden kann, gibt Goad

[31] an. Dazy muB man das Konzept eines Iwei-Parameter-Algorithmus (Goad [22])
*Infihren: Man betrachtet ein explizites Problem der Gestalt

Gegeben: p x
Gesucht: y,

sodaB P(p,x,y).

(Psx ... zwel Eingabeparameter{listen)).
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Ein Algorithmus A zur Ldsung des Problems hat also die Eigenschaft:

Fiir alle p,x: P{p,x,A(x,¥)).

In Fillen, wo sich der Parameter p bei Anwendungen sehr viel langsamer indert als der

Parameter x {"sweep cohen_ence") kann man oft

ausgehend von einem einfachen, naheliegenden, leicht zu findenden Algorithmus A,
- der gleichzeitig p und x als Ei ngaben nimwt (Zwei-Parameter-Algorithmus, Einstu-

fen-Algorithmus)

h

den Algorithmus fiir jedes feste p symbolisch exekutieren und durcﬁ symbolische
Transformationen vereinfachen (“Entfalten") (das fihrt fir jedes p zu einem
Algorithmus A'p) '

und dann den jeweiligen Einparameter-Algorithmus A'p auf eine Reihe von Eingaben

X anwenden.

Diese Methode fiihrt oft in vgl1ig automatischer weise zu erstaunlich effizienten
Algorithmen-Familien J]\'p}.

Beispie] der Entfaltung eines Iweiparameter-Algorithmus in eine Familie von
Einparameter-Algorithmen: :
?

4
A

grg_bietj_: :
Gegeben: p (eine als Liste geschriebene Menge),
x (ein Element).
Gesucht: ¥
sodaB y = "wahr", wenn X €7
"falsch”, sonst
| —

P(p’xtY)‘

A(p,x) = if p=¢ then "falsch® else
if x€head({p) then A (tail(p),x) else
if xrhead(p) then A {tai1{p}).x) else
“wahr".
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e i Y D e T e (R Jouit St Sl S0 il

vergleiche x mit 2 Baum der

¢/ |= N Tiefe 4

vergleiche x mit 3 wahr vergleiche x mit 3

' o N 4N
vergleiche x mit 1 wahr .... ces wahr ceea J
YF A

Man kann aus diesem Baum auf vidl1ig automatische Weise alle redundanten Knoten
"pfliicken". Ein Knoten ist redundant, wenn das Ergebnis der betreffenden Abfrage
bereits durch die verhandenen Abfragen determiniert ist {siehe "Decision Trees" in
Aho, Hopcroft, U]]man_[l]). In diesem Beispiel fithrt dies zu

vergleiche x mit 2
/ . =I \;

vergleiche x mit 1  “wahr" vergleiche x mit 3
o L0
"falsch®  “wahr" "wahr" tyerQTeiche X mit 4
-~ N\
"wahr" “falsch" N

?

Es kann gezeigt werden iRobson [46]), daB die mittlere Tiefe der dadurch entstehenden
Biume O(tog{Ldnge von p)) st gegeniiber einer Rechenzeit von O{Linge von p) beim
weiparametrigen, einfachen Algorithmus.

Matiirlich kinnte man in dem betrachteten Beispiel auch eine Familie {Bp} yon ein-
parametrigen Algorithmen “erfinden", deren Rechenzeitverhalten ebenfalls von der Ord-
nung log(Ldnge von p) ist, z.B.

Bp := Wende bindre Suche auf eine sortierte Version von p an.

“4n beachte aber den entscheidenden Unterschied:

35 muB erfunden werden, d.h. man braucht die Einsicht, daf das Suchen in
sortierten Listen in logarithmischer Zeit moglich ist,

A

'p sind automatisch entstanden aus einem Algorithmus, fiir welchen man kaum eine
Idee brauchte. '
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ts ist nun naheliegend, denselben Gedanken auf immer umfassendere *Iweiparameter-

praobleme” P(p,x,y)} anzuwenden. Allerdings wird man damit rechnen missen, daB die aus
Zweiparameter-Al gorithmen A{p,x) entstandenen Algorithmenfamilien A'p immer weniger
effizient werden und der TransformationsprozeB von Ag 24 A'p immer aufwendiger. Ins-
besondere kann man den Gedanken auf universelle metamathematische Pradikate anwenden,

z.B.

P(p,x,y) : K== ¥ ist eine Losung fir die fingabe x beim expliziten Problem, das
durch die Formel p beschrieben ist.
A
Als A(p,x) kann man dann wegen der "Kquivalenz" von Beweisen fiir Existenzaussagen und
Algorithmen '

A(p,x).:= Beweis der Existenzaussage *\/ Pip.x,¥)"
y

nehmen. Goad [21] gibt ein Verfahren an, wie das “pfliicken® von Beweisen
bewerkstelligt werden kann, wenn man die Beweise in einem Gentzen-System des
patiirlichen Schliefens durchfihrt: Die "Normal i sierungsprozedur® von Prawitzl[42] ist

ein Pfliickvorgang.

Bei Zweiparameter-A1gorithmen kann der Pfliickvorgang in den zugehtrigen
Ex1st§nzbeweisen noch mehr Vereinfachungen bringen als das symbolische Exekutieren
der zugehtrigen Algorithmen: Im Beweis st ja noch die Information Uber das zu _
16sende Problem und iber Beziehungen zwischen Mgorithmus und Problem vorhanden, die
beim speziellen Losungsalgorithmus im allgemeinen verloren gegangen sind. Goad ([21]
enthilt dazu folgendes 5 '

Beispiel:

Problem:
Gegeben: x,y {positive rationale Zahlen).
Gesucht: z,
soda: z ist eine obere Schranke sowohl fiir x#y als auch fir Xx.¥.
(abgekiirzt P(x,y,z})- ‘

Y e it e —— e —

u(x,y) := if x<1 then y+l
else (if y«<l then x+1
else 2xy).
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Symbolisches Exekutieren fiir den speziellen Wert y := 0,5 liefert den vereinfachten
Algorithmus

upg,5{(x) := if x<1 then 1,5
2lse x+l.

Fiir y := 0,5 wiirde das Problem aber auch durch den noch einfacheren Algorithmus
u'{x) := x+1

gelost. u' rechnet aber nicht dieselbe Funktion wie up,5- Deshalb ist eine weitere
korrektheitserhaltende Transformation von up,5 nicht moglich. Vereinfachen des zum

Algorithmus gehtrigen Existenzbeweises (der aus der Problemspezifikation entstanden
ist), fihrt aber zu x+1, siehe Goad [21].

Stand der Entwicklung: Der Gedanke der Extraktion von Algorithmen aus Existenz-
beweisen 2ur Programm-Synthese war bisher nur bei sehr einfachen Spielbeispielen
erfolgreich. Manna und Waldinger haben jedoch ein Beispiel einer sehr nicht-trivialen
Algorithmensynthese dieser Art angsgében, die zwar mit den heutigen Beweisern noch
nicht automatisch durchgefiihrt werden kann, an welcher aber die notwendigen Fahigk-
eiten eines solchen Beweisers als durchaus erre1chbar ana]ys1ert werden (Synthese des
Unifikationsalgorithmus).

Spezifikationen abstrakter Datentypen als Programme
*k i ted ki **ﬁiii***ﬂ**ﬂﬂ“ﬂ*t*m“*i**ﬂ*i*ﬂ**

Implizite Problemspezifikationen, speziell Spezifikatfonen abstrakter Datentypen
durch eine Menge von Gleichungen (Guttag, Horning [24]), konnen ‘
als Beschreibung von Operationen, die man als Modell des Daténtyps zulassen
mochte, aufgefaBt werden,
aber auch als Regeln, wie man mit den Operationen rechnet.

- Die Terme, aus denen die Spezifikationen aufgebaut sind, kiinnen selbst, faktorisiert
durch die durch die Axiome erzeugte Kongruenzrelation, als ein Model) des Datentyps
Setrachtet werden. Das heift fir die Praxis: Wenn man in einem Programm als Grun-
doperationen nur die Operationen eines durch Gleichungen spezifizierten Datentyps
vervendet, so karn man die Terme selbst als ein erstes Modell fiir den Datentyp ver-
¥enden, sofern man eine effektive Methode hat, die Gleichheit von Termen modulo den
Axiomen zy testen. Dieses Modell ist zwar meist nicht sehr effektiv, kann aber vom
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methodologischen Gesichtspunkt aus sehr wertvoll sein, weil dadurch z.B. ein
Hauptprogramm, in welchem Datentyp Operationen verwendet werden, bereits ausgetestet
werden kann, bevor die Implementierung der Datentypen durchgefiihrt sind {siehe
Lichtenberger [30], Musser [37]). Andere Situationen, in welchen das Rechnen modulo
Gleichungen im Computer-unterstiitzten Algorithmenentwurf eine Rolle spielt, sind
z.B. das Bewefsen von Verifikationsbedingungen durch einen "$Simplifier* und das sym-
bolische Vereinfachen von zweiparametrigen Algorithmen, wenn man einen Parameter
festhilt.

Die Gleichheit von Termen modulo G eichungen ist nun im allgemeinen efn unentscheid-
bares Problem. In diesem Abschnitt soll eine sehr allgemeine Methode beschrieben
werden, mit welcher oft in algorithmischer Weise Entscheidungsverfahren fiir
Termgleichheit konstruiert werden kinnen. Wir wollen diese Methode in einen etwas
allgemeineren Rahmen stellen und nennen die hier zu besprechende Algorithmenklasse
“eritical pair/completion-Algorithmen” (kurz: CPC-Algorithmen). Zunichst aber ein

Beispiel fiir eine typische Problemstellung:

Beispiel: ~
Wir betrachten folgende Spezifikation des Datentyps "Queue":

Remove(Newg) = Newq,
Remove(Add(q,i)) =

if Isnew(q) then q else Add(Remove(q).i),
Front(Newg) = 0,
Front(Add(q,1)) = _

if Isnew(q) then { else Front(g),
Isnew({Newq) = true, '
Isnew(Add(q,1)) = false,
Append(q1,Newg) = g1,
Append(q1,Add(qz,12)) » Add(Append(a1.q2).i2).

{ Remove( _I) « [ 1,
Front (1) = VA4,
d (O A - ¥4
pppend((— 1) = 1 1 -

Als ein Modell fiir diesen Datentyp kinnen wir uns die Menge aller Terme, die aus den
Operationssymbolen des Datentyps gebildet sind, vorstellen, wobei allerdings Terme,
die auf Grund der verlangten Gleichungen als "gleich” bewiesen werden kinnen,
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identifiziert werden sollen, versehen mit den Qperationen, die durch Yoranstellen der
betreffenden Operationssymbole vor die Argumentterne definiert sind, z.B.

Add(Add(Newq,1),2) = Add(Add(Newq,1),2).
L

L_..v.___nJ
7 S
erstes Argument zweites Argument

Operation,

die durch Add auf
der Termmenge be-
schrieben wird

LY

Remove(Add{Newq,1)) und Remove(Add{Newq,2}) werden als Terme identifiziert, weil
Remove({Add(Newq,1)) = Remove(Add(Newq,2)) aus den obigen Gleichungen folgt.

Gilt auch
Ap(R{A(A(N,1),2)},A(N,3}) =
Ap(A(N,1),R{A(A(N,1),3)})?

(Wir verwenden hier die Anfangsbuchstaben der Operationen als Abkiirzungen).

Wir haben das Gefiihl, daB man diese Fiage einfach durch "Reduzieren beider Seiten bis
es nicht mehr geht" entscheiden kann: die linke Seite liefert dann A(A(N,2),3) und
die rechte Sefte A(A(N,1},3). "Deshalb sind diese beiden Terme nicht gleich”.

Ist diese Methode gerechtfertigt?

+
b

Es qilt nun folgender
Satz (Critical-pair-Algorithmus, Knuth-Bendix [28]):

Sei E eine endliche Menge von Gleichungen zwischen Termen erster Ordnung, sodaB die
Zugehdrige Reduktionsrelation ---%¢ noethersch ist, und sei Sp ein zugehtriger
Normalformenalgorithmus. Dann gilt:

S¢ ist ein kanonischer Simplifikator fur =¢ gdw.

fiir alle kritischen Paare (p,q) beziiglich E: Sg(p) = Sg(q).

Her brauchen wir einige Begriffe: QOie durch E bestimmte Reduktionsrelation ---2E ist
¥:e folgt definiert (s,t ... Terme):

3 -=-dgt (s reduziert auf Grund von E zu t) : €===)
t entsteht aus s durch Ersetzen einer Unterterms der Gestalt o(a) durch
ofb}, wo {a,b) eine Gleichung aus E ist und o eine Substitution.




192

ine bindre pelation ---) in einer Menge ist noethersch, wenn €3 xeine unendlichen
\bsteigende Kette

t) ---* 2 ae=d tg o==d e
gibt.

Der zu E gehdrige Nurwmlformen-nﬂgorithmus Sg ist: .
sgit) = der Term, der durch fortgesetztes Reduzieren aus t entstent, dohe
= §f t ist in Normalform
* then t ' K
- else 5¢ sel(t)
wo Sel eine “SeTekticnsfunktion" ist, die t -=-YE sel{t) erfillt (im

. Falie, dap t nicht in Normalform ist, d.h. mit —=~?E noch weiter
reduziert werden kann}.

= ist die reflexive, symmterische, transitive Hille von -~ =E ist eine
Kquiva\enzrelatinn.

Eine Abbildung g:M ---} M heiBt kanonischer Simg\ifikator fiir eine Nquivalenzre]ation
- {in der Menge M : PR

Filr alle t € M:
s{t)y - t,
gt ===} S(s) = 5(t).

gs gilt: Eine Equivalenzrelation - 16 einer Menge M ist entscheidbar genau dann, wenn
es einen kanonischen Simplifikator fur ~ gibt. '

pie Terme (p,q) formen ein kritisches paar beziiglich E ; {===d
Es gibt Gleichungen {a1,b1) und (ag,bp) in E und eine Stelle u in ay, sodab

der Term a'y an der stelle u in 2] keine variable ist, .
opfa‘1) = oz{az) eine allgemeinste Instanz von a'y und az ist fiir gewlsse
sybstitutionen ol und o2

und
p entsteht aus oy(21) durch Ersetzen des Terms an der Stelle u durch oz(b2)s

g = o1{b1)-

{D.h. p und g entstehen, indem man die "Regeln® {"Rewrite pules") {ap.by) wnd {ag,b2)
auf einen "a}lgemeinsten tbereinstimmenden Tefi™ der linken seiten ay und

az anwendet ).
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Der obige Satz besagt also, daB das "naheliegende Verfahren”, die Gleichheit von Ter-
men durch Reduzieren beider Terme bis auf Normalform und Vergleich der beiden
erhaltenen Normalformen zu entscheiden, tatsichlich korrekt ist, sofern man bei

Anwendung des Verfahrens auf gewisse endlich viele kritische Paare von Termen Iden-
titdt erzielt.

Beispiel:
Die durch die Rewrite-Rules Q in der Spezifikation von Queue definierte Reduk-
tionsrelation ---)Q ist noethersch. Diesen .Beweis lassen wir hier aus. Die Regeln

sind “superpositionsfrei”, d.h. es gibt hier keine kritischen Paare. 5g ist deshalb
trivialerweise ein kanonischer Simplifikator, der das Entscheidungsproblem - ldst.

Wenn man zu dem G1e1chqussystem Jedoch noch die Regel

(*) Append(Append(q‘1,q*2).9'3) = Append(q'1,Append(q’2,q'3)) hinzufiigt, so entsteht
z.B. ein kritisches Paar durch "Oberiagern" mit der Regel

Append(q),Add{q2,12)) = Add(Append{q1,q2),i2}.

Eine Unifikation kann némlich erreicht wgrden durch die Substituticonen

= {q1 ---» Append(g'1,q‘2)} und - —
= {q'3 ---> Add(qp,i2)}.

4

Die gemeinﬁam unifizierte linke Seite
Append(Append(q'y,q'2),Add{q2,12))
kann man dann auf zwei wesent]feh vers?hiedene Arten reduzieren zum “"kritischen Paar”
Appénd(q'1,Append(q'2.ﬁd§(quiz))) Add{Append(Append(q'1,9'2},q2),12).
Beide diese ferme reduzieren zur selben Normalform
Add(Append(q'1,Append(q‘2,92)),12).

‘s gibt aber jetzt noch andere Oberlagerungen, nimlich das innere Vorkommen von
Adpend ip {*} kann ebenfalls mit Append(qy,Add(qz,ip)) iberlagert werden:

Append{Apperd{q],Add(q2,i2)),q'3)

(oo o
) Append(Add(Append(q),42),12),q 3)  Append(q),Append(Add(dz,15)5a"3))
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Die beiden Terme in diesem kritischen Paar sind in Normalform.. Das ist ein Zeichen
daflir, dap die um (*) erweiterte Gleichungsmenge Q' nicht mehr von der Art ist, daB
der zugehdrige Norma i formenalgorithmus ---3q ein kanonischer Simplifikator vire. Es
gibt noch eine Oberiagerung der Gleichung (*} mit der Gleichung Append (q,Newq)=q,
welche aber wieder zu jdentischen Normalformen des kritischen Paares fihrt:

Append(Append(a’1,q'2) . Newa)
-~ Append{4'1,9'2) Append{g’1,Append{q'2,Newq})

Append(q'1,9'2)-

Wenn der Kritische-Paar-Algorithmus zu einem negativen Ergebnis fiihrt, wie bei Hin-
zunahme von {*) in obigem Beispiel, dann liegt der Gedanke nahe, das Paar der redu-
zierten Normalformen als Gleichung zu den bisherigen G1eichungen hinzuzunehmen und
die neu entstehenden kritischen paare weiter zu untersuchen. Das ist der wichtige
Gedanke der VervoIlstandigung.

Completion-Algorithmus (Knuth-Bendix [28]): C -

Gegeben:fE, eine endliche Menge von Gleichungen, sodaB —-%¢ noethersch.
Suche: F, eine endliche Menge von Gleichungen,
sodaB =g = =f und
S¢ ist ein kanonischer Simplifikator.

F:=E
€ := Menge der kritischen Paare von F

white ¢ # § do

(p.q) := ein Element von ¢
(posta) : (Se(p),Srlal)

if py * go then
Analysiere (pg.Qg)

¢ := Cu{neue krit. Paare}
F = Fu [(Pos90) ]

¢ := ¢ - {(p.a)}

stop erfolgreich.
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Das Unterprogramm “Analysiere" bestimmt, ob --~p noethersch bleibt, wenn mar (pg,qq)
bzw. (QgsPo) 2zu F hinzufligt. Im ersten Fall belaBt man (pg,qq) ungedndert, im zweiten
Fall wird die Rolle von py und g, vertauscht. Wenn keiner der beiden Fdlle zutrifft,
stopt "Analysiere” mit einer Fehlermeldung. Es gibt drei Moglichkeiten: 1.
Erfolgreicher Stop: In diesem Fall erfiillt das erhaltene F die Problemspezifikation
des Algorithmus. 2. Der Algorithmus stopt mit Fehlermeldung: In diesem Fall kann man
nichts Weiteres aussagen. 3. Der Algorithmus stopt nicht: In diesem Fall ist der
Algorithmus wenigstens eine partielle Entscheidungsprozedur fiir =g.

Beispiel: _
Im obigen Beispiel stellt -sich mach Hinzunahme der aus (**) entstandenen Gleichung
heraus, daB im weiteren Verlauf des Vervollstdndigungsalgorithmus keine neuen Paare

mehr entstehen. Der zu diesem Gleichungssystem gehirige Normalformenalgorithmus ist
ein kanonischer Simplifikator.

An diesem Beispiel kann moch eine andere interessante Anwendung der CPC-Methode fiir
¢die aigorithmische Behandlung von Datentypen demonstriert werden: Die Assoziativitdt
von Append kann nicht aus den anderen Axiomen des Datentyps Queue ‘nur mit "Einsetzen"
und "Ersetzen” hergeleitet werden (weil die“beiden Seiten in Normalform, aber nicht
identisch sind). Sie gilt also nicht fiir alle Modelle des Axiomensys_;_gygs fiir Queue
iSatz von Birkhoff iber die Xguivalenz des Giiltigkeitsbegriffs und des Ableitungs-
begriffs fir Glefchungstheorien). Offensichtlich gilt sie aber fiir das Xleinste
Modell, das nur aus durch variablenfreie Terme beschreibbaren Objekten besteht (das
“initiale® Modell). Man sieht an diesem Beispiel: (*) filhrt bei Hinzunahme zu den
bisherigen Gleichungen bei Anwendung des Cbmpletion-Mgorithmus nicht zu einem
“Widerspruch" {Gleichung der Art true = false). Das gilt allgemein.

32tz (Ersatz der Induktion, Musser [38] u.a.):

Unter gewissen Voraussetzungen an E gilt:

tire neue Gleichung s=t gilt im initialen Modell von E €===)

€y {s=t} fihrt bei Anwendung des Completion-Algorithmus nicht zu einem
Widerspruch. :

f’“ ist methodologisch deshalb interessant, weil im allgemeinen zum Beweis von
*'¢fchungen fir das initiale Modell Induktionsbeweise iber den Aufbau der
;:;::‘eﬂfreien Terme notwendig sind, die meist ein gewiss.es MaB an Kreativitit zum

irdem der Induktionshypothese verlangen. Der obige Satz gibt ein vollsténdig
Pectintsches Verfahren (das allerdings sehr rechenintensiv sein kann).
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Der Gedanke "CPC* ist ein sehr allgemein anwendbarar Algorithmentyp, der fir viele
verschiedene Reduktionsrelationen ein (partielles) Entscheidungsverfahren fiir die
reflexive, symmetrische.'trans1tive Hiille dieser Relationen 1iefert._Der Algorithmen-
typ CPC ist so alt wie dia Algorithmen: der Euklidische Algorithmus kann als CPC-
Algorithmus betrachtet werden (siehe Buchberger/Loos [15]). Explizit wurde der
Gedanke "critical pair" + "completion" in ganz verschiedenen Bereichen unabhingig
voneinander eingefihrt (Buchberger {10], [11], Knuth-Bendix [28]). Fir eine Obersicht
iber CPC siehe Buchberger/Loos [15]. -

stand der Entwicklung: Ein Verifikationssystem, das hauptsichlich auf einer computer-
unterstiitzten Manipulation mit sbstrakten Datentypen basiert, ist das AFFIRM-System,
siehe z.B. Gerhart et al [20]. Die Leistungsfihigkeit solcher Systeme ist mit den
computer:ynterstﬁtzten Programm-Verifikatjonssystemen vergleichbar. ‘

Programmsynthese aus Beispielen

i'******m**ﬁt********it*“***‘*

{ber die bisherigen Ans&fze hinausgehend gibt es auch zahlreiche Versuche, aus der
Angabe von Beispielen von Ein/Ausgabe-Paaren fiir eine Problemldsung einen zugehdrigen
Algorithmus zu synthetisieren, der den Zusammenhang allgemein beschreibt. Diese
Untersuchungen kénnen hier aws Platzmangel nicht mehr besprochen werden. Eine Ober-
sicht liber vorhandene Methoden gibt Smith [47). Der Einsatzbereich dieser Methoden
ist beschrinkt.

Ausblick

weltdedrdekedrk

Man sieht, daB bereits ein reichhaltiges Spektrum an Ideen zur Computer-Unterstitzung
des Algorithmenentwurfsvorgangs vorhanden ist. Auch wurden bereits sehr vielfiltige
Erfahrungen in der konkreten Implementierung dieser Ideen in Systemen gewonnen. Die
meisten Systeme gehen dabet von einer der in den vorangehenden Abschnitten an
Beispielen beschriebenen “Philosoph1en“ aus. Fs ist jedoch auch denkbar, daf man die
einzelnen Mdglichkeiten, den Algorithmenentwurf durch den Computer seibst zu
unterstiitzen, als "Moduin" in einem Gesamtsystem zur Verfiigung hdlt, die dann vom
Benutzer je nach seinem eigenen Entwurfsstil an bestimmten Stellen des Entwurfs-
vorgangs auf das jeweilige Stadium seines Problem/Programmtextes angewandt werden
kinnen. Ein‘derartiges System midte als Werkzeuge enthalten:
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umiverselle und spezielle Beweiser,

Simplifikatoren,

Bausteine zum Manipulieren mit abstrakten Datentypen,
Bausteine zum Umgang mit Verifikationsbedingungen,
Moglichkeiten zum Aufruf von Programmtransformationen.

Dabei sollte versucht werden, diese logisch amspruchsvollen Moduln in bestehende
Systeme zur Unterstiitzung des strukturierten Programms und der halbautomatischen
Software-Dokumentation (siehe z.B. Hesse [26]) zu integrieren. Versuche in diese
Richtung werden in dem gemeinsamen Projekt der Arbeitsgruppen Siekmann (Kar]sruhe);
Raulefs (Kafserslautern), Buchberger (L1nz) gemacht, siehe Raulefs, Siekmann [43],
Buchberger. [13}.

Dank: Mein Dank gilt Herrn F. Lichtenberger fiir wertvolle Diskussionen iiber die
Gegenstdnde dieser Vorlesung. '

e
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