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Primitiv Rekursive Funktionen .E {'

Die Klasse PR der primitiv rekursiven Funktionen ist wie folgt
induktiv definiert:

Die Grundfunktionen gehdren zu PR.
Alle Funktionen, welche durch Komposition und Rekursion aus
Funktionen in PR entstehen, gehoren zu PR.

(Keine andere Funktion gehort zu PR.)
Satz: jede primitiv rekursive Funktion ist Turing-berechenbar.

Das Konzept der “Turing-Berechenbarkeit” ist mindestens so michtig
wie das der primitiv rekursiven Funktionen.

(Das umgekehrte gilt nicht, wie wir spater sehen werden.)

Eine Klasse von Funktionen, deren Konstruktion ihre Berechenbarkeit
sicher stellt.
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Rein mathematischer Zugang zum Begriff der berechenbaren Funktionen.
Die aus der Komposition von f und gi, ..., gk entstandene Funktion:
h(xt, ...y xn) = F(g1(x1, .y Xn)s -5 8k(X1, -, X))
f .. .eine Funktion in k Variablen.
(g1,--,8k) ...k Funktionen in n Variablen.
Die durch Rekursion aus f und g entstandene Funktion:

By, yxn) = FO0 2% wenn m = 0
P ST g(m=1,h(m = 1,x1,...,%Xn), X1, ..., %), wenn m>0

f ...eine Funktion in n Variablen.
g - ..eine Funktionen in n + 2 Variablen.

Die Grundfunktionen:
Die Nullfunktion null() := 0.
Die Nachfolgerfunktion succ(x) := x + 1.
Die Projektionsfunktionen proj!(x1,...,xp) = x;, 1 < i< n.
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Viele bekannte zahlentheoretischen Funktionen sind primitiv rekursiv.

Die Additionsfunktion f(x,y) := x + y ist primitiv rekursiv:

f(0,y) ==y
f(x+1,y):=Ff(x,y)+1

1
o Pfoh(}’)a wenn x =0
Floy) = { s(x—1,f(x—1,y),y)), wennx>0

s(u, v, w) = succ(proj(u, v, w))

Konstruktion aus Grundfunktionen durch Rekursion und Komposition.
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Die Multiplikationsfunktion g(x,y) := x - y ist primitiv rekursiv:
g(oay) =0
gx+1,y):=g(y)+y
| n(y), wenn x =0
glxy) = { rix—1,g(x—1,y),y)), wenn x>0

n(y) = null()
r(u, v, w) = f(proj3(u, v, w), proj3 (u, v, w))

Konstruktion aus Grundfunktionen und einer bereits konstruierten
primitiv rekursiven Funktion durch Rekursion und Komposition.
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Die Exponentialfunktion x¥:
x0:=1
XYt =xr.y
Die Vorgdngerfunktion pred(x) := x — 1:
pred(0) :=0
pred(x + 1) == x
Die Differenz x—y auf N:
x—0:=x
x—(y + 1) := pred(x — y)
Die Abstandsfunktion |x — y|:
x =yl = (x=y) + (y=x)
Die formal genaue Definition als primitiv rekursive Funktion ist nicht
weiters schwierig (Ubung!).
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Die Faktoriellenfunktion h(x) := x! ist primitiv rekursiv:
h(0) :=1
h(x+1) := h(x) - (x+1)
[ o(x), wenn x =0
h(x) = { s(x —1,h(x —1)), wenn x>0
o(x) := succ(null())
s(x1,x) = g(succ(xy), x2)
Konstruktion aus Grundfunktionen und einer bereits konstruierten
primitiv rekursiven Funktion durch Rekursion und Komposition.
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Primitiv rekursive Funktionen, die nur die Werte 0 (“falsch”) oder 1
(“wahr”) annehmen.

Das Pradikat x =0

. 1, wennx=0 _ _.
istnull(x) := { 0. sonst =1-x
Das Pradikat x = y
] 1, wennx=y . _
d(x,y) = { 0. sonst = istnull(|x — y|)
Das Pradikat x <y
] 1, wennx<y . -
I(x,y) = { 0. sonst = istnull(x—y)

Komposition von bereits definierten primitiv rekursiven Funktionen.
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Satz: sind P und Q primitiv rekursive Pradikate, dann sind auch die
folgenden Pradikate primitiv rekursiv:

-P,PVQ,PAQR

Beweis:
(=P)(x1, - -, xn) = istnull(P(x1, ..., Xa))
(PAQ)(x1y---yxn) = P(x1y. .y xn) - Q(X1y. -+, Xn)
(PV Q)(x1y... %) = (2P(x1y ..y %) A Q(x1y -+, Xn))

Satz: sind g und h primitiv rekursive Funktionen und P ein primitiv
rekursives Pradikat, dann ist auch die folgendermaBen definierte
Funktion f primitiv rekursiv:

| g(x1, ..., x0), wenn P(xi,...,Xn)
ACTRNED) '_{ h(x1,...,xn), sonst

Beweis: f(x1,...,xn) =
g(x, -y xa) PO, ..oy xn) + h(xa, ..., %) - (0P (x1,- .., %a))
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Satz: Sei P(t,x1,...,Xp) ein primitiv rekursives Pradikat. Dann sind
auch die folgenden Pradikate primitiv rekursiv:

Vt:t<y= P(t,x1,...,Xn)

Jt:t<yAP(t,x,...,Xn)

Beweis:

(Vt:t<y=P(t,xs,...., %)) & (J[ Pt x,..., %)) =1

y
(Ft:t<yAP(t,x1,...,%1)) & (Z P(t,x1,...,%2)) #0
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Satz: Sei f(t,x1,...,Xp) eine primitiv rekursive Funktion. Dann sind
auch die folgenden Funktionen g und h primitiv rekursiv:

M~

gly, x1,..., %) = f(t,x1,..-,Xn)

t

Il
o

y
h(y,Xl,---,Xn) = ]:[f(t,Xl,...,Xn)
t=0

Beweis:
g(0,x1, ..., %) = F(0,x1,-.-,Xn)
gt+1,x,...,x) =g(t,xs, .., %) +F(t+1,x1,...,%n)

h(0,x1,...,%,) := F(0,x1,...,%,)
h(t+1,x1,...,%0) ;== h(t,x1, ..., %) - F(t+ 1, x1,...,%,)
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Das Pradikat y|x (“y teilt X") ist primitiv rekursiv:
ylx ©Jt: t<xAy-t=x
Das Pradikat Prime(x) (“x ist eine Primzahl”) ist primitiv rekursiv.
Prime(x) i (x > 2) AVt t<x=(t=1Vt=xV(t|x))

In der Praxis sind fast alle interessierenden Funktionen und Pradikate
primitiv rekursiv.
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Aber nicht alle Turing-berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv.

Die Ackermann-Funktion:
ack(0,y) =y +1
ack(x,0) := ack(x — 1,1)
ack(x, y) := ack(x — 1,ack(x,y —1)),x >0Ay > 0.

Fir die Behandlung derartiger Funktionen ist ein zusatzliches
Konstruktionsprinzip notwendig.
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Wie kann man sich den Unterschied zwischen PR und R vorstellen?

Primitiv rekursive Funktionen:
Ein Argument, das in jedem “rekursiven Aufruf” kleiner wird.
“Termination” der Rekursion ist garantiert.
Entspricht Programmen, die mit Zahlschleifen (aber nicht mit
allgemeinen while-Schleifen) operieren.
Jede primitiv rekursive Funktion kann durch ein Programm
realisiert werden, das nur mit (Zuweisungen, Verzweigungen
und) Zihlischleifen arbeitet.
Rekursive Funktionen:
Die "Minimalisierung” entspricht einer unbegrenzten “Suche”.
“Termination” der Suche ist nicht garantiert.
Entspricht Programmen, die mit allgemeinen while-Schleifen operieren
(deren Termination nicht von vornherein garantiert ist).
Jede rekursive (aber nicht primitiv rekursive) Funktion kann nur
durch ein Programm realisiert werden, das mit allgemeinen
Schleifen (oder Rekursion) arbeitet.
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Minimalisierung eines Pradikats:
Sei P(y, xi,...,x,) ein Pridikat. Dann ist

min, P(y, x1, ..
diejenige (partielle) Funktion, die xq, ..

'7Xn)

abbildet, fiir den P(y, x1, ..., x,) wahr ist. Falls kein solches y
existiert, ist das Ergebnis der Funktion undefiniert.

Die Klasse R der rekursiven Funktionen ist wie folgt definiert:

Die Grundfunktionen gehoren zu R.
Alle Funktionen, welche durch Komposition, Rekursion, und
Minimalisierung aus Funktionen (und Pridikaten) in R entstehen,

gehoren zu R.

(Keine andere Funktion gehdrt zu R.)

Die Klasse der rekursiven Funktionen ist genau die Klasse der
Turing-berechenbaren Funktionen.
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